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2.4. Модели колебательных процессов.

Консервативные и диссипативные системы. 

1. Периодические процессы (колебания) широко распространены в живой и неживой природе, а также в жизни общества, где они называются циклами. В общем случае можно утверждать, что любая функционирующая открытая система может долго находиться или в состоянии равновесия, или совершать колебания. Развивающаяся открытая система не может постоянно расти; в процессе ее эволюции наблюдаются как периоды бурного роста, так и периоды спада, кризисов, конволюции. Качая кровь, сжимается и разжимается сердечная мышца, любое живое существо находится, то активном, то в пассивном состоянии ( отдыхает, расслабляется или спит. Колеблются атомы, составляющие кристаллическую решетку металлов, осциллируют электрические и магнитные волны, периодически изменяется светимость некоторых звезд. Многие химические реакции демонстрируют колебательную динамику. Так всем известные, широко распространенные реакции экологического катализа – реакция окисления угарного газа (СО), или реакция NO+CO, которые идут на платиновых катализаторах, при определенных параметрах совершают макроскопические концентрационные колебания. Колеблются численности биологических сообществ и цены товаров на рынке. Различные экономические системы, развиваясь, с неизбежностью проходят периоды спадов и кризисов. Известны длинноволновые и коротковолновые экономические циклы, Кондратьева, Хинчина, Жюгляра, Кузнеца и др. В истории человеческого общества наблюдаются как короткие, так и длинные циклы развития, связанные со сменой эпох, или социально-экономических формаций.

Системы, в которых возможны колебания, занимают особое место среди динамических систем. Колебательные системы с точки зрения их математических моделей разделяют на определенные классы. Различают линейные и нелинейные колебательные системы, консервативные и диссипативные, автономные и неавтономные. Колебательная система называется линейной или нелинейной в зависимости от того, линейная или нелинейная описывающая ее система дифференциальных уравнений. 


По энергетическому признаку динамические системы делятся на консервативные и неконсервативные. Консервативные системы имеют сохраняющуюся со временем на траекториях величину ( первый интеграл, который во многих системах имеет совершенно определенный физический смысл, а именно он описывает полную энергию системы. Как мы увидим ниже, в консервативных системах колебания описываются в фазовом пространстве особой точкой типа центр. 


Системы, в которых энергия уменьшается во времени (рассеивается, или как говорят, диссипирует) называются диссипативными, причем диссипация энергии может происходить не во всем фазовом пространстве системы, а в некоторой его части. Как правило, в нелинейных диссипативных системах существуют области фазового пространства, в которых энергия системы возрастает. Более строгое понятие диссипативной системы будет определено ниже и связано с зависимостью фазового объема от времени. Только в диссипативных нелинейных системах могут существовать изолированные траектории, являющиеся предельными для начальных состояний из некоторой области притяжения. Эти изолированные траектории, то есть предельные циклы, являются образом некоторого периодического, или колебательного процесса. Чтобы отличить эти колебания от колебаний в консервативных системах Андроновым А.А. в 1937 г. было введено для них определение – автоколебаний, а автономные системы, в которых возникают автоколебания были выделены в особый в виду большой важности класс и названы автоколебательными. 

Автоколебательной называют динамическую систему, преобразующую энергию источника в энергию незатухающих колебаний, причем основные характеристики автоколебаний (амплитуда, частота, форма колебаний, и т.д.) определяются параметрами системы и в определенных пределах не зависят от выбора исходного начального состояния. По Андронову автоколебательная система представляет собой устройство, которое за счет постоянного непериодического источника энергии создает периодический процесс. То есть, все автоколебательные системы являются открытыми, нелинейными, диссипативными системами, обменивающимися веществом и энергией с окружающей средой. 

2. Консервативные системы. Рассмотрим сначала динамику консервативных систем и колебания, которые могут совершать консервативные системы. 


Определение 2.4.1 Непрерывно дифференцируемая функция 
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 в области D(R2(R (тождественно не равная постоянной) называется первым интегралом автономной системы:
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если 
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 постоянна на любом решении   у(t)  системы.


Когда первый интеграл существует, он не является единственным. Ясно, что если 
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 – первый интеграл, то 
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,  где C(R  тоже первые интегралы. Постоянная  С  часто выбирается так, чтобы первый интеграл принимал нужное значение при  у=0. 
Так как 
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 на любом решении (у1(t),у2(t)), справедливо равенство:
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Заметим, что вектор 
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 (градиент) ортогонален линиям уровня функции 
[image: image10.wmf]const

y

y

H

=

)

,

(

2

1

. Уравнение (2.4.2) означает, что скалярное произведение вектора 
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 на направление векторного поля 
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 тождественно равна нулю в D, то есть вектор градиент ортогонален траекториям. А это означает, что линии уровня функции 
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 совпадают с траекториями системы или являются их объединением. Действительно, рассмотрим какую-либо линию уровня 
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. Пусть у0(LC, и пусть ((t) – траектория, проходящая через точку  у0  фазовой плоскости. Так как 
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– первый интеграл, 
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 постоянна, т.е. 
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. Следовательно, траектория, проходящая через точку  у0,  лежит на линии уровня  LC. 

Если 
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 – первый интеграл, то функция 
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 постоянна на любой траектории, лежащей в  D, т. е. любая траектория является частью некоторой линии уровня функции 
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. Отсюда следует, что каждая линия уровня есть объединение траекторий. Из единственности решений системы (2.4.1)  следует, что это объединение непересекающихся множеств. 

Первый интеграл называется так потому, что обычно он получается путем однократного интегрирования дифференциального уравнения:
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и удовлетворяют равенству:
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Определение 2.4.1 Если система имеет нетривиальный первый интеграл на всей плоскости   R2   (т. е.  D=R2),  то она называется консервативной.   


Пример 2.4.1 Рассмотрим линейную систему, которая в начале координат, точке (0,0) имеет особую точку, типа центра:
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Докажем, что она является консервативной. Действительно, систему (2.4.5) для  
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  перепишем в виде:
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Это уравнение имеет решения, удовлетворяющие равенству:
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где С – положительная постоянная. Понятно, что равенство (2.4.7)
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справедливо для всех 
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 (2.4.8) является первым интегралом системы (2.4.5) на всей плоскости и, следовательно, система консервативна. 

Из (2.4.8) следует, что линиями уровня функции 
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 и одновременно траекториями системы (2.4.5) являются концентрические окружности с центром в начале координат (0,0). Линейная система (2.4.5) рассматривалась нами ранее (см. раздел 5.3, в котором описываются колебания груза на пружине, и модель маятника, систему (2.3.12)). Было показано, что в отсутствии сил сопротивления, или трения, система совершает незатухающие гармонические колебания, полная энергия системы при этом сохраняется.

Консервативные системы возникают в задачах классической механики, особенно небесной, физики плазмы, теории волн, а также в ряде фундаментальных теорий, в которых ключевую роль играют различные симметрии и связанные с ними законы сохранения. Модели математического и физического маятников, а также электрического колебательного контура в отсутствии трения являются консервативными системами. 

Таковыми являются все гамильтоновы системы, к которым относится большинство моделей классической механики. Уравнения движения в гамильтоновых системах могут быть выражены через некоторую функцию, называемую функцией Гамильтона или гамильтанианом. 

Например, рассмотрим частицу, которая движется в одномерном пространстве. Ее состояние определяется координатой   х(t),   импульсом   p(t)=mV(t)  (m – масса частицы, а   V(t) – ее скорость) и удовлетворяет уравнениям движения:


[image: image33.wmf]p

p

x

H

x

¶

¶

=

)

,

(

.

, 
[image: image34.wmf]x

p

x

H

p

¶

¶

-

=

)

,

(

.

,                                            (2.4.9)

где   H(x,p) – гамильтониан системы.  Если такая функция  H(x,p)  существует, то она является первым интегралом системы (2.4.9). Действительно:
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И, следовательно, гамильтониан   H(x,p)  постоянен на траекториях системы. Другими словами,   H(x,p)  является сохраняемой величиной, или константой движения. Обычно H(x,p)  имеет смысл полной энергии системы, включающей в себя кинетическую и потенциальную энергии.


Пример 2.4.2 Рассмотрим нелинейную систему, описывающую движение материальной точки в потенциальном поле сил: 
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Покажем, что она является консервативной и нарисуем ее фазовый портрет.


Решение. Дифференциальное уравнение, определяющее траектории системы (2.4.10) имеет вид:
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Оно имеет решения, удовлетворяющие равенству:

х2 – 0.5х4 + р2= С,     р ( 0,                                                 (2.4.12)

где С – постоянная. Отсюда следует, что первым интегралом, определенным на всей плоскости, является функция:



H(x,p) = х2 – 0.5х4 + р2.


Линии уровня первого интеграла являются объединением траекторий системы (2.4.10), что позволяет нарисовать ее глобальный фазовый портрет, изобразив линии уровня функции H(x,p) и указав направление движения на траекториях. Ориентацию можно установить из уравнений (2.4.10), заметив, что 
[image: image39.wmf]0

.

>

x

  при  р>0  и  
[image: image40.wmf]0

.

<

x

 при  р<0. Линии уровня функции  H(x,p)  показаны на  рис. 2.4.1 а,  а фазовый портрет системы (2.4.10)  – на рис. 2.4.1 б.   

                                       (а)                                                           (б)
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Рис. 2.4.1 Линии уровня (а) и фазовый портрет системы (2.4.10) (б).

Система (2.4.10) имеет три стационарные точки: (0,0) – центр, (-1,0) – седло и (1,0) – седло. Можно показать, что любая линия уровня является объединением нескольких траекторий. Например, рассмотрим линию уровня функции  H(x,p):
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Это множество точек выделено жирной линией на рис. 2.4.1 а. Из рис. 2.4.1. б видно, что эта линия состоит из восьми траекторий, две из которых представляют собой стационарные решения: (-1,0) и (1,0), а остальные шесть приближаются к стационарным решениям либо при  t(+(,  либо при t(((. 


Заметим, что линеаризованная система для (2.4.10) имеет стационарную точку центр в начале координат. Теорема о линеаризации, рассмотренная в предыдущем разделе не позволяет в этом случае сделать заключение о характере неподвижной точки и получить локальный фазовый портрет. 


Рассмотрение первых интегралов является одним из основных способов определения центров для нелинейных систем.


Теорема 2.4.1 (Ляпунов). Необходимое и достаточное условие того, чтобы состояние равновесия автономной системы на плоскости (2.4.1), имеющее чисто мнимые характеристические корни, есть центр, заключается в том, что система имеет в окрестности этого стационара аналитический интеграл.


Этот интеграл имеет вид:
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(
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 содержат  
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  в степени выше второй.)


Замечание. Консервативные системы могут иметь стационарные точки только типа седла или центра.


Пример 2.4.3. Рассмотрим снова модель физического маятника. Покажем, что в случае, когда сопротивление отсутствует, физический маятник представляет собой консервативную систему. Динамическое поведение маятника при 
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 описывается уравнением второго порядка (см. (2.3.10)):
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или, соответственно, системой двух уравнений первого порядка:




[image: image49.wmf],

y

dt

dx

=

    
[image: image50.wmf],

sin

x

L

g

dt

dy

-

=

                                                     (2.4.14)

где х=( и 
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. Состояния равновесия системы (2.4.14) это точки  x=(n(,  y=0, n=0,1,2,3,…, соответствующие угам (=(n(,  d(/dt=0. Как было показано выше, положения равновесия (x=((, y=0) или (x=(3(, y=0), соответствующие углам (=((, (3(,…, ( неустойчивы. Они являются седлами и описывают маятник, поднятый вертикально вверх. Стационарные точки (x=0,y=0) или (x=(2(,y=0) соответствующие углам (=0,(2(, …, и описывающие самое низкое положение маятника, представляют собой центры в линеаризованной системе. Покажем, что они являются центрами и в нелинейной системе (2.4.14).

Рассмотрим полную энергию, которая равна сумме потенциальной и кинетической энергии. С точностью до константы потенциальная энергия U определяется работой, которую совершает сила тяжести, когда маятник покидает свое самое нижнее положение (см. рис. 2.3.3):

U(x,y)=mg L(1–cos x);                                                          (2.4.15)

Кинетическая энергия равна  К=½ mL2(d(/dt)2. Таким образом, полная энергия V в терминах x и y имеет вид:
V(x,y)=mgL(1–cos x)+½mL2y2 .                                          (2.4.16)

Исследуем, как изменяется значение полной энергии на траекториях, соответствующих решению {x(t),y(t)} системы (2.4.14). Для этого найдем скорость изменения функции V  вдоль траектории: 
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Подставляя выражения для производных dx/dt и dy/dt из системы (2.4.14) в уравнение (2.4.17), окончательно найдем, что dV/dt=0. Следовательно, полная энергия сохраняется вдоль траекторий, и функция V является первым интегралом системы (2.4.14) на всей плоскости. Таким образом, физический маятник без трения – консервативная система. 

В нижней точке равновесия полная энергия имеет локальный минимум равный нулю, причем в окрестности этой точки, как следует из выражения (2.4.16) функция V может быть представлена в виде (2.4.12). То есть нижняя стационарная точка маятника является центром, вокруг которой маятник совершает незатухающие колебания с амплитудой, зависящей он начальных условий; начальная энергия, сообщенная маятнику, сохраняется.

3. Модель «хищник-жертва». Здесь мы рассмотрим одну из самых первых и известных моделей динамики популяций «хищник-жертва», описывающую нелинейные колебания в консервативной системе.

Выше мы обсуждали модель сосуществования двух разных популяций, взаимодействие между которыми состоит в конкуренции за общие пищевые и другие естественные ресурсы. В этом разделе мы исследуем ситуацию, когда животные одного из видов (хищники) поедают животных другого вида (жертв), в то время как сами жертвы имеют свой источник питания. Например, система лисы ( кролики, обитающие в одном лесу. Лисы поедают кроликов, кролики питаются растительной пищей. Или, система окуни ( красноперки, живущие в одном озере, система божьи коровки – тля. Подчеркнем, что в нашей модели фигурируют лишь два вида, и, конечно, в ней не учитываются все сложные взаимодействия между видами, существующие в природе. Тем не менее, изучение простых моделей является первым шагом на пути к пониманию более сложных явлений.


Обозначим через х и у численности популяций жертв и хищников соответственно, в момент времени t. Для составления модели сделаем следующие предположения:

1. В отсутствии хищников (y=0) скорость роста популяции жертв пропорциональна численности популяции в текущий момент времени (идеальные условия), то есть:

dx/dt =ax,    a>0.

2. В отсутствии жертв (х=0) хищники вымирают, и

dy/dt =–cy,    c>0.

3. Количество столкновений между хищниками и жертвами пропорционально произведению численностей хищников и жертв. Каждое такое столкновение приводит к ускорению роста популяции хищников и к замедлению роста популяции жертв. Скорость роста численности хищников увеличивается на величину  (ху, а скорость роста численности жертв уменьшается на величину (ху,  где  (   и  ( – положительные константы.

Сделанные предположения приводят к следующей системе уравнений:
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Константы а, с, ( и ( положительны, а и с – показатели скоростей роста и вымирания популяций жертв и хищников соответственно, а ( и ( ( меры эффекта взаимодействия между видами. Уравнения (2.4.18) известны как уравнения Лотка–Вольтерра. Они были предложены независимо американским биофизиком (украинского происхождения) Альфредом Лотка (1880-1945) в 1925 году, и итальянским математиком Вито Вольтерра (1860-1940) в 1926 году. Вольтерра рассматривал их как модель некоторой колебательной химической реакции. 

Уравнения Лотка–Вольтерра представляют собой одну из самых известных моделей динамики взаимодействующих популяций, на которой впервые была показана возможность колебаний численностей биологических сообществ. 

Построим фазовый портрет системы (2.4.18). Начнем с исследования стационарных решений. Система (2.4.18) имеет две неподвижные точки: (0,0) и (с/(, а/(), которые легко найти, приравняв нулю правые части системы. Определим тип и устойчивость точек, линеаризовав систему в окрестности каждой из них. В окрестности точки (0,0) линейная система имеет вид:
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Ее собственные значения  (1,2 действительные и разных знаков, а собственные векторы (1,2  лежат на осях и соответственно равны:

(1=a,  
[image: image55.wmf];
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Таким образом, начало координат является неустойчивой точкой – седлом. Единственной фазовой траекторией, входящей в седло (сепаратрисой), является положительная полуось у; все остальные траектории удаляются от точки (0,0) в ее окрестности. 


Теперь рассмотрим стационарную точку (с/(, а/(). Введем новые переменные: u  и v:

x =(с/() + u,    y =(а/() + v, 

и линеаризуем систему (2.4.18) в окрестности этой точки. Получим линейную систему
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Собственные значения системы (2.4.21) 
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 – чисто мнимые, а значит, стационарная точка является центром, и, следовательно, теорема о линеаризации не дает возможности определить характер этой точки для исходной нелинейной системы. Вернемся к нелинейной системе (2.4.18) и покажем, что она имеет интеграл. Чтобы найти его, умножим первое уравнение на  (, а второе – на  (  и результаты сложим. Получим:



(dx/dt + ( dy/dt = (ax – (су.                                              (2.4.22)

Теперь разделим первое уравнение на х и умножим на  с,  а  второе уравнение разделим на  y и умножим на а. Результаты снова сложим:



(с/х)dx/dt + (а/y)dy/dt = – (су + (ax.                               (2.4.23)

Замет, что правые части в уравнениях (2.4.22) и (2.4.23) одинаковые, следовательно, равны и левые:



(dx/dt + ( dy/dt = (с/х)dx/dt + (а/y)dy/dt.                       (2.4.24)

Интегрируя уравнение (2.4.24) получим:



( x + ( y = с ln x + а ln y + ln C,                                       (2.4.25)

где ln C – произвольная постоянная интегрирования. Уравнение (2.4.25) запишем в виде:



e( xx-c = Ce-( yya,       C ( 0.

Отсюда следует, что первый интеграл имеет вид:



Н(x,y) = e-( xxc e-( yya = g(x)h(y).                                        (2.4.26)

Таким образом, система (2.4.18) является консервативной. 
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Рис. 2.4.2

Рассмотрим функцию g(x)=e-(xxc при x(0. Функция g(x) обладает следующими свойствами: g(x)(0,  g(0)=0,  g(x)(0  при  x((  и функция  g(x)  имеет максимум в некоторой точке. Для определения точки максимума продифференцируем функцию g(x)  по  х  и приравняем производную нулю:



e-(xxc-1(–(х+с)=0,   отсюда найдем     х=с/(.  

Аналогичными свойствами обладает функция  h(y) = e-( yya;  она имеет единственный максимум в точке  y=а/(. На рис. 2.4.2 изображены типичные графики функций g(x) и  h(y).
Таким образом, функция Н(x,y) (2.4.26) принимает свое максимальное значение в точке  (x,y)=(с/(, а/(), то есть в стационарной точке системы (2.4.18). Поскольку функция Н(x,y) обладает достаточной гладкостью, ее линии уровня являются замкнутыми кривыми, окружающими особую точку  (с/(, а/(). Траектории системы (2.4.18) совпадают с линиями уровня функции Н(x,y), так как они замкнуты и не содержат стационарных точек. Следовательно, точка равновесия  (с/(,а/() является центром и в нелинейной системе. 


Функции g(x) и h(y) несимметричны относительно своих максимальных значений и, следовательно, замкнутые траектории не являются эллипсами, в отличие от линейной системы. Обе функции имеют крутой подъем и относительно пологий спуск (см. рис. 2.4.2), а это значит характерная форма траекторий вдали от особой точки – яйцеобразная. На рис. 2.4.3 представлен фазовый портрет системы уравнений Лотка–Вольтерра при   а=1, с=0.75, (=0.5  и (=0.25, а на рис. 2.4.4 изображены колебания численностей хищников и жертв, посчитанных на компьютере с помощью численных методов решения системы (2.4.18). 
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Рис. 2.4.3 Фазовый портрет системы «хищник-жертва».
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Рис. 2.4.4 Колебания численностей популяций в системе (хищник-жертва».

Малые колебания численности популяций хищников и жертв можно проанализировать более строго, используя линеаризованную систему (2.4.21). Запишем решение системы (2.4.21) в следующем виде:
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где K и ( - константы, определяющие амплитуду и фазу колебаний из начальных условий. Таким образом,
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Зависимости (2.4.28) дают хорошую аппроксимацию для почти эллиптических траекторий системы (2.4.18) вблизи стационарной точки (с/(,а/(). Использую их, мы можем сделать несколько заключений о характере колебаний численности хищников и жертв на этих траекториях:

1. Численности популяций хищников и жертв колеблются синусоидально с периодом 
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 Период колебаний не зависит от начальных условий.

2. Численность популяции хищников отстает по фазе от численности популяции жертв на четверть периода.

3. Амплитуды колебаний равны Kc/( для хищников, и 
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 для жертв. Они зависят как от начальных условий, так и от параметров задачи.

4. Средние за период численности хищников и жертв равны  c/( и  а/(  соответственно. Можно доказать, что они равны численностям популяций в состоянии равновесия. 

Колебания численностей хищников и жертв действительно наблюдаются в природе. Один очень яркий пример был описан Одумом. Изучив записи пушной Компании Гудзонова залива периода с 1835 по 1945 г.г., он обнаружил заметные колебания численностей рысей и зайцев (они оценивались по количеству сданных шкурок) с периодом 9 – 10 лет. За пиками численностей следовали резкие спады, причем максимумы численности рысей следовали за максимумами численности зайцев через год или более. 
Форма этих экспериментальных кривых значительно менее правильная, чем теоретическая, задаваемая уравнением (2.4.18). Однако в данном случае достаточно того, что модель обеспечивает совпадение наиболее существенных характеристик экспериментальных и теоретических кривых, таких как величин амплитуды и сдвига фаз между колебаниями численностей хищников и жертв. 

Гораздо более серьезным недостатком модели Вольтерра является зависимость амплитуды колебаний от начальных данных, что является следствием консервативности системы (2.4.18). В приложении к реальным условиям это означает неустойчивость колебаний. Действительно, посмотрим еще раз на фазовый портрет системы на рис. 2.4.3. Пусть изображающая точка движется по какой-либо замкнутой траектории системы. Предположим, что за счет каких-либо неучтенных случайных внешних воздействий, количество хищников изменилось на несколько штук (погибли, прибежали, убежали и т.д.), тогда изображающая точка скачком перейдет на другую орбиту, и колебания будут происходить с другой амплитудой. Это и означает, что колебания в системе неустойчивы: они навсегда изменяют свои характеристики при внешнем воздействии. Естественно, что в природных условиях животные подвергаются бесчисленному количеству таких случайных воздействий, в то время как следует из экспериментальных данных, амплитуда колебаний изменяется незначительно. Интуитивно ясно, что период, форма и амплитуда колебаний должны определяться только внутренними параметрами, характеризующими данное сообщество «хищник – жертва» и свойствами ареала обитания (в модели (2.4.18) это константы а, с, ( и (), и не зависеть от начальных данных и случайных внешних воздействий. Таковыми являются автоколебания, которые возникают в диссипативных системах и будут подробно изучены в следующем разделе.

4. Предельные циклы. 


1. Предельные циклы. Орбитальная устойчивость. Мы по-прежнему будем рассматривать автономную систему уравнений
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правые части которой определены и имеют непрерывные частные производные (fi/(yj, на некотором открытом множестве S(Rn – фазового пространства размерности n. В основном мы будем рассматривать случай n=2 и говорить о фазовой плоскости, но, если возможно, то будем приводить формулировки и для общего случая. 

Определение 2.4.2. Предельным циклом называется замкнутая траектория С в фазовом пространстве уравнения (71), изолированная от всех остальных замкнутых траекторий. Точнее, если существует трубчатая окрестность кривой С, радиусом  (,   не содержащая других замкнутых траекторий.

Предельные циклы были впервые обнаружены и изучены великим французским математиком А. Пуанкаре. 

Мы уже познакомились с периодическими решениями и показали, что каждому периодическому решению в фазовом пространстве соответствует замкнутая траектория. Таким образом, предельный цикл описывает некоторое периодическое решение уравнения (2.4.29). В пространстве размерности n(2 циклы могут иметь самую разнообразную и сложную форму, например, иметь вид спиралей со многими витками. Такому циклу отвечают колебания с разной амплитудой и периодом одного витка. Говоря о предельном цикле, мы всегда будем подразумевать замкнутую и изолированную траекторию, описывающую периодическое решение уравнения (2.4.29). Мы уже познакомились с периодическими решениями, которые представляют собой замкнутые траектории, не являющиеся предельными циклами. Это траектории линейной системы вблизи особой точки «центр» или замкнутые траектории в нелинейных консервативных системах, как, например, в модели «хищник-жертва». Такие траектории не являются изолированными, а представляют собой целое семейство вложенных друг в друга замкнутых траекторий, заполняющих некоторую область или всю фазовую плоскость. 

Вопрос о том, как ведут себя траектории уравнения (2.4.29) вблизи цикла решается следующей теоремой. Рассмотрим случай n=2, тогда цикл С представляет собой замкнутую траекторию на фазовой плоскости. Как известно, замкнутая кривая на плоскости разбивает плоскость на две области: внутреннюю и внешнюю, а так как траектории автономной системы не могут между собой пересекаться, то каждая отличная от цикла С траектория является внутренней или внешней траекторией по отношению к циклу. Оказывается, что как для внутренних, так и для внешних траекторий имеются две взаимно исключающие друг друга возможности, определяемые теоремой.

Теорема 2.4.2 Пусть y=((t) ( периодическое решение уравнения (2.4.29) (n=2)  и С ( предельный цикл на фазовой плоскости, описываемый этим решением. Тогда все внутренние траектории, начинающиеся вблизи С, наматываются на С, как спирали, либо при  t(+(,  либо при t(((. То же самое имеет место и для внешних траекторий (см. рис. 2.4.5). 


Доказательство этой теоремы достаточно громоздкое, и мы опускаем; его можно найти в учебниках и учебных пособиях по дифференциальным уравнениям, например, учебнике Понтрягина [] или монографии Баутина и Леонтович [ ].

                               (а)                                (б)                                  (в)
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Рис. 2.4.5 (а) Устойчивый, (б) неустойчивый и (с) полуустойчивый предельные циклы.


Теорема 2.4.2 позволяет дать следующее определение орбитальной устойчивости предельного цикла на плоскости.


Определение 2.4.3 Если все траектории (как внешние, так и внутренние), начинающиеся вблизи С, наматываются на С при t(+(, то предельный цикл называется устойчивым (рис. 2.4.5 а).  Если все траектории, начинающиеся вблизи С, наматываются на С при  t(((, то предельный цикл называется вполне неустойчивым, или неустойчивым (рис. 2.4.5 б). Если траектории с одной стороны (внутренней или внешней), начинающиеся вблизи  С, наматываются на  С при t(+(,  а с другой стороны наматываются на С при  t(((,  то предельный цикл называется полуустойчивым (рис. 2.4.5 в). 


Заметим, что это определение устойчивости, которую можно охарактеризовать, как орбитальную, именно предельного цикла, а не периодического решения, образом которого является цикл. 


В фазовом пространстве размерности n(2 можно также выделить устойчивые циклы, на которые наматываются все близлежащие траектории, и неустойчивые, которые называются седловы

ми. Есть аналоги и у полуустойчивых циклов. Более точные определения будут даны ниже.

Пример 2.4.4 Рассмотрим следующую автономную систему на плоскости, предложенную Пуанкаре, и покажем, что она имеет устойчивый предельный цикл.
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                                                     (2.4.30)

Решение. Легко видеть, что начало координат (0,0) является единственной стационарной точкой системы (2.4.30). Отбрасывая нелинейные члены в уравнении (2.4.30) получим линеаризованную около этой точки систему:
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Собственные значения матрицы линейной системы (2.4.31) комплексные с положительной реальной частью: (1,2=1(i,  что означает, что начало координат, является неустойчивым фокусом, как в линейной, так и нелинейной системе (2.4.30). Таким образом, любое решение, начинающееся вблизи критической точки, представляет собой раскручивающуюся спираль на фазовой плоскости, то есть удаляется от начала координат. В линейной системе эти траектории уходят на бесконечность. В нелинейной системе, хотя нет других стационарных точек, этого утверждать нельзя. Покажем, что существует изолированная замкнутая траектория, на которую накручиваются траектории все время, приближаясь к ней.
Для дальнейших исследований удобно перейти к полярной системе координат, сделав замену переменных:

x=rcos(,   y=rsin(;     r ( 0.                                                      (2.4.32)
Первое уравнение в системе (2.4.30) умножим на х, а второе – на  у и сложим, тогда получим:




[image: image72.wmf]2

2

2

2

2

)

(

)

(

y

x

y

x

dt

dy

y

dt

dx

x

+

-

+

=

+

                                 (2.4.33)

Так как  r2=x2+y2  и  
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то уравнение (2.4.33) можно переписать в виде:
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Обыкновенное дифференциальное уравнение (2.4.34) имеет две стационарные точки:  r=0  и   r=1. Точка r=0 соответствует началу координат (0,0) и является репеллером, а точка r=1 соответствует единичной окружности, или циклу, на фазовой плоскости и является аттрактором. Действительно, из уравнения (2.4.34) следует, что  dr/dt(0 при 0(r(1 и dr/dt(0  при r(1. 

Для определения уравнения для (, умножим первое уравнение в (2.4.30) на у,   второе –  на  х  и вычтем из первого:
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Продифференцируем по времени соотношения (2.4.32):
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Подставим найденные выражения для  dx/dt  и dy/dt  в уравнение (2.4.35) и преобразуем правую часть; тогда получим:
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или
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Система уравнений (2.4.34) и (2.4.36) относительно r и ( эквивалентна исходной системе (2.4.30). Одно из решений этой системы имеет вид:

r=1,    (=(t+t0,                                                                       (2.4.37)
t0 ( произвольная постоянная, определяющая начальную фазу. То есть, при возрастании t, точка на фазовой плоскости движется по окружности по часовой стрелке. Таким образом, автономная система (2.4.30) имеет периодическое решение с периодом Т=2(. Другие решения найдем, проинтегрировав (2.4.34) и (2.4.36).


Решение, удовлетворяющее начальным условиям   r = r0, (=(0  при t=0 задается формулой: 
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Если ((1; то r(1 с внутренней стороны при  t(+(;  если ((1, то r(1 с внешней стороны при t(+(. В любом случае, траектории накручиваются как спирали на окружность единичного радиуса при t((. Несколько таких траекторий представлено на рис. 2.4.6.
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Рис. 2.4.6

Предельные циклы далеко не всегда имеют вид окружностей, и не всегда их можно обнаружить, просто перейдя к полярным координатам. В общем случае это достаточно трудная задача. Поэтому важно знать основные критерии, позволяющие устанавливать наличие или отсутствие предельного цикла.

2. Теория Пуанкаре - Бендиксона. Рассмотрим автономную динамическую систему второго порядка и обсудим основные критерии существования и отсутствия предельных циклов на плоскости. Систему запишем в виде:
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Как и ранее, будем предполагать, что функции F и G непрерывные и имеют непрерывные первые частные производные в области  D  плоскости  (x, y).

Будем опираться на геометрический подход к исследованию этой проблемы. 

Теорема 2.4.3 Пусть система (2.4.39) имеет замкнутую траекторию на фазовой плоскости. Тогда замкнутая траектория содержит внутри себя, по крайней мере, одно состояние равновесия. Если точка равновесия только одна, то она не может быть седловой.


Хотя мы опускаем доказательство этой теоремы, проиллюстрируем ее на примерах. Например, рассмотренная выше система (2.4.30) имеет предельный цикл, окружающий точку неустойчивый фокус. В модели «хищник– жертва» замкнутые траектории окружают особую точку – центр.

Теорема 2.4.3 полезна и в отрицательном смысле. Если в какой-либо области отсутствуют особые точки, то в этой области нет замкнутых траекторий, полностью лежащих в ней. То же самое верно и для областей, содержащих особую точку седло. Например, в модели конкуренции двух популяций в случае (=(1(2((1(2(0  (см. раздел 2.3.6) внутри первого квадранта существует единственное состояние равновесия – седло. Значит, эта система не содержит замкнутых траекторий, лежащих в I-ом квадранте.

Сейчас мы укажем свойства фазового портрета, позволяющие дать заключение о существовании замкнутой траектории, описывающей периодическое решение.

Теорема 2.4.4 (Пуанкаре–Бендиксона). Пусть D1 ограниченная подобласть области D, и пусть R есть замкнутая область, состоящая из D1 и ее границы (все точки R лежат в D). Предположим, что R не содержит неподвижных точек системы (2.4.39). Если существует константа t0, такая что траектория  х=((t), y=((t),  описываемая решением уравнений (2.4.32) существует и остается все время в  R при  t( t0,  тогда либо х=((t), y=((t) есть периодическое решение системы (2.4.39) (замкнутая траектория), либо х=((t), y=((t) ( это траектория, которая наматывается на замкнутую траекторию, как спираль при t(+(. 

Заметим что, так как R содержит замкнутую траекторию, то по теореме 2.4.3 замкнутая траектория должна окружать неподвижную точку. Поскольку по условию теоремы неподвижная точка не принадлежит области R, то область R не может быть односвязной и содержит «дыру».

Покажем, как применяется теорема Пуанкаре(Бендиксона на разобранном примере системы (2.4.30). Так как начало координат является стационарной точкой, оно должно быть исключено. В качестве области R возьмем кольцо: 0.5(r(2. Дальше мы должны показать, что существует траектория, которая остается в области R все время t( t0. Это следует из уравнения (2.4.34). Для  r=0.5,  dr/dt(0,  следовательно, r возрастает, в то время как для r=2,  dr/dt(0  и  r убывает. Таким образом, любая траектория, которая пересекает границу области R остается в R. Соответственно, любое решение системы (2.4.30), которое начинается в R при t=t0,  не может покинуть область при t(t0. Следовательно, мы можем применять теорему. Конечно, можно взять и другое кольцо, содержащее единичную окружность. Отметим, что и саму окружность единичного радиуса, можно взять в качестве области R. 

Есть и другая альтернативная формулировка теоремы 2.4.4, на случай когда область R является односвязной и содержит одну неподвижную точку системы (2.4.39) типа неустойчивого узла или фокуса. Тогда, в области R существует, по крайней мере, один устойчивый предельный цикл (см. монографию Баутина и Леонтович []). Применимость альтернативной теоремы можно проиллюстрировать все на том же примере (2.4.30). Здесь в качестве области R возьмем окружность некоторого радиуса r=r*, (r*(1) и заметим, что все траектории входят в область R и остаются там все время, кроме того, область R содержит одну неподвижную точку (0,0) – неустойчивый фокус. Следовательно, в R существует, по крайней мере, один устойчивый предельный цикл.

Следующий результат позволяет получить условие, при котором в области D нет предельных циклов.

Теорема 2.4.5 Пусть D – односвязная область фазовой плоскости, в которой задано векторное поле (2.4.32). Если выражение:
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имеет один и тот же знак в области D, то система (2.4.39) не имеет замкнутых траекторий целиком лежащих в D.


Существует более общая формулировка теоремы 2.4.5, доказанная Дюлаком.

Теорема 2.4.6 (Критерий Дюлака). Пусть D – односвязная область фазовой плоскости, в которой задано векторное поле (2.4.39). Если существует знакопостоянная непрерывная и имеющая непрерывные частные производные функция В(x,y), такая что выражение:
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имеет один и тот же знак в области D, то система (2.4.39) не имеет замкнутых траекторий целиком лежащих в D.

Можно показать, что теоремы 2.4.5 и 2.4.6 являются прямым следствием теоремы Грина для плоскости.

Заметим, что если в области D функция 
[image: image85.wmf]W

 меняет знак, то никаких заключений о существовании замкнутых траекторий в области D сделать нельзя.


5. Диссипативные системы. Предельные циклы (изолированные замкнутые траектории) не могут существовать в консервативных системах. Они могут существовать только в так называемых диссипативных системах. Диссипативная система происходит от слова диссипация, то есть рассеяние, подразумевается рассеяние энергии. С точки зрения физики это означает, что в системе существуют силы подобные трению и сопротивлению, благодаря действию которых, механическая энергия не сохраняется, рассеивается, переходит в тепло. Диссипативной системой является рассмотренная выше модель физического маятника (2.3.10), учитывающая сопротивление воздуха, и модель колебаний груза на пружине (раздел. 2.2.3) с демпфированием.


Для иллюстрации снова вернемся снова к модели маятника:
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Выше мы показали, что в отсутствии трения (с=0) энергия сохраняется, система является консервативной. Если же трение учитывается, то механическая энергия уменьшается. Действительно, полная энергия V, равная сумме потенциальной и кинетической энергии задается формулой (2.4.16):
V(x,y)=mgL(1–cos x)+½mL2y2,

а ее изменение на траекториях системы (2.4.42) описывается уравнением:
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Подставляя выражения для производных dx/dt и dy/dt из системы (2.4.42) в уравнение (2.4.43), найдем, что производная отрицательная во всех точках кроме (0,0)
dV/dt = –cLy2( 0.                                                         (2.4.44)

Таким образом, энергия убывает всюду кроме стационарной точки (0,0), и, траектории, следовательно, стремятся к этому положению равновесия при t(((, соответствующему минимуму потенциальной энергии. Выше было показано, что эта точка равновесия является асимптотически устойчивой точкой, фокусом или узлом. Асимптотически устойчивые точки могут существовать только в диссипативных системах, в консервативных системах устойчивые точки описываются центрами.


Есть еще один важный критерий, по которому отличаются консервативные и диссипативные системы. Он связан с определителем Вронского W(t). Рассмотрим систему линейных однородных уравнений с переменными коэффициентами для неизвестных функций   y1(t),y2(t),…,yn(t):
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или в векторной форме:
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где А(t) – квадратная матрица размером (n(n), составленная из непрерывных на некотором интервале  t1( t (t2  коэффициентов  aij(t

В курсе обыкновенных дифференциальных уравнений доказывается, что система (2.4.46) имеет ровно n линейно независимых решений (1(t),(2(t),…,(n(t), (каждое из которых является вектором размерности n). Составим матрицу:
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k-м столбцом которой служит решение (к(t) системы (2.4.46) или, точнее его координаты. 

Определение 2.4.4 Матрица ((t) (2.4.47), составленная из любых линейно независимых решений уравнения (2.4.46) называется фундаментальной матрицей.
Определение 2.4.5 Определитель матрицы ((t) (2.4.47) W(t) называется детерминантом Вронского. 

Доказано, что определитель Вронского W(t) удовлетворяет дифференциальному уравнению:
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Единственным решением этого уравнения с начальным условием:



W(t)(t = t0 = W(t0)

является формула Лиувилля
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где ТА след матрицы А. 

Если матрица А постоянная, то формула Лиувилля приобретает вид:
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Определитель Вронского имеет наглядный геометрический смысл. А именно, W(t) равен объему n(мерного параллелепипеда в фазовом пространстве линейного уравнения (2.4.45), образованного векторами (1(t),(2(t),…,(n(t), которые являются столбцами матрицы ((t) (2.4.47). 


Следствие 1. Из формулы Лиувилля следует, что фазовый объем не изменяется, если след матрицы А равен нулю. 

Свойство сохранения фазового объема характерно для консервативных систем. Рассмотрим, например, линейную консервативную систему математический маятник. Стационарная точка здесь является центром; собственные значения матрицы А – чисто мнимые; следовательно, след матрицы А: 
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Рассмотрим линейную систему с постоянными коэффициентами. Если стационарная точка асимптотически устойчива, то собственные значения матрицы А имеют отрицательную действительную часть, и как следует из критерия Раусса-Гурвица, след матрицы А – отрицательный. В этом случае из формулы Лиувилля (2.4.50) следует сокращение фазового объема.


Следствие 2. В линейной диссипативной системе фазовый объем стремиться к нулю при t(((. 

В нелинейной диссипативной системе сокращение фазового объема происходит, как правило, не во всем фазовом пространстве, а в некоторых его областях. Во многих нелинейных диссипативных системах существуют области фазового пространства, в которых энергия системы возрастает. Для автономной системы формула Лиувилля (2.4.49) описывает эволюцию бесконечно малого элемента объема; а в качестве матрицы А берется матрица Якоби 
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 линеаризованного около некоторого решения уравнения. 

Итак, для нелинейной диссипативной системы в некоторой области фазового пространства справедливо неравенство:
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В консервативных нелинейных системах фазовый объем сохраняется. Проверим это утверждение на гамильтоновых системах:
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где 
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гамильтониан системы. Действительно, след матрицы Якоби на любом решении равен нулю:
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6. Автоколебания. Генератор Ван-дер-Поля. Предельный цикл является образом некоторого периодического, или колебательного процесса. Чтобы отличить эти колебания от колебаний в консервативных системах А.А. Андроновым в 1937 г. было введено для них определение – автоколебаний, а автономные системы, в которых возникают автоколебания были выделены в особый в виду большой важности класс и названы автоколебательными. Автоколебательной называют динамическую систему, преобразующую энергию источника в энергию незатухающих колебаний, причем основные характеристики автоколебаний (амплитуда, частота, форма колебаний, и т.д.) определяются параметрами системы и в определенных пределах не зависят от выбора исходного начального состояния. По Андронову автоколебательная система представляет собой устройство, которое за счет постоянного непериодического источника энергии создает периодический процесс. То есть автоколебательные системы являются открытыми, нелинейными, диссипативными системами, обменивающимися веществом и энергией с окружающей средой, а автоколебания представляют собой явления самоорганизации. Автоколебания наблюдаются во многих физических, химических, биологических, экономических и др. системах. В качестве примера автоколебаний в нелинейной диссипативной системе рассмотрим генератор Ван(дер(Поля.

Данная модель возникла в радиоэлектронике при описании генерации колебаний в электронных схемах. Наличие сопротивления в линейном колебательном контуре приводит к тому, что энергия, имеющаяся в системе, уменьшается, и колебания затухают. Для того чтобы происходили незатухающие колебания, необходим приток энергии извне. Это может быть обеспечено, если в системе есть активные элементы. Активные элементы могут быть созданы с помощью полупроводников и сверхпроводящих туннельных диодов, диодов Ганна и т.д. После прохождения тока через такие элементы колебания не ослабевают, а усиливаются. Закон Ома на этом элементе цепи не удовлетворяется, и он характеризуется своей вольтамперной характеристикой, то есть зависимостью тока от напряжения 
[image: image104.wmf])

(

V

I

. 

[image: image105.jpg]L(V) —

)¢

—_C L v
T / '1//2

*Y2




Рис. 2.4.7.

Рассмотрим простейший генератор, электрическая схема которого показана на рис. 2.4.7 слева, а его вольтамперная характеристика ( справа. Она представляет собой кубическую параболу
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Когда 
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, сопротивление отрицательно, и активный элемент обеспечивает поступление энергии в систему; вне этого интервала ( ее диссипацию. 

Используя закон Кирхгофа для суммы токов и вид вольтамперной характеристики, нетрудно получить уравнение Ван-дер-Поля для напряжения:
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С помощью замены переменных вида 
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 приведем его к следующей форме:
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Запишем его как систему двух дифференциальных уравнений первого порядка:
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При (=0 уравнение Ван-дер-Поля переходит в уравнение для колебаний математического маятника с частотой 
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 уравнение (2.4.54) описывает колебания маятника при наличии силы трения с коэффициентом 
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, зависящим от 
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 мало, то коэффициент трения отрицательный, и, следовательно, сила трения приводит к увеличению энергии системы и к раскачке колебаний. При больших значениях 
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, этот коэффициент положительный, сила трения направлена против скорости, и амплитуда колебаний должна уменьшаться. Эти замечания дают возможность сделать предположение о существовании промежуточного решения, к которому стремятся другие решения при возрастании времени.

Единственной стационарной точкой системы (2.4.55) является начало координат (0,0). Соответствующая линеаризованная система вблизи начала координат имеет вид:
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Собственные значения 
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 имеют положительную действительную часть, и при 
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Рис. 2.4.8 (а) Фазовый портрет системы и (б) вид автоколебаний при 
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В любом случае траектория, начинающаяся вблизи начала координат удаляется от него. Наличие предельного цикла в данной системе не противоречит сформулированным выше теоремам, однако, они не дают возможность сделать вывод о его существовании. С помощью более тонкого анализа можно показать, что уравнение Ван-дер-Поля содержит единственный устойчивый предельный цикл, однако здесь мы эти методы приводить не будем. 

С помощью компьютера можно рассчитать траектории системы (2.4.55) и выяснить, что она имеет единственный устойчивый цикл, амплитуда и форма, которого зависит от параметра 
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. При малых значениях 
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 установившиеся колебания близки по форме к синусоидальным. На рис. 2.4.8 а изображен фазовый портрет рассматриваемой системы при 
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, содержащий предельный цикл, на который накручиваются траектории, как снаружи, так и изнутри, а на рис. 2.4.8 б – вид соответствующих автоколебаний.


На рис. 2.4.9 представлены фазовые портреты системы при 
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. Мы видим, что с увеличением 
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 цикл все более и более вытягивается в направлении оси ординат, приобретая специфическую форму. Более тщательные исследования показывают, что есть области быстрых движений по циклу и медленных, характерные для релаксационных колебаний. 

На рис. 2.4.10 представлен вид релаксационных колебаний для 
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                                                             Рис. 2.4.9 
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Рис. 2.4.10

7. Устойчивость стационарных и периодических решений.

1. Устойчивость по Ляпунову. Термин «устойчивость», так же как термин «неустойчивость» в различных приложениях имеет разный смысл. Есть понятие структурной устойчивости, выше мы привели определение орбитальной устойчивости цикла на плоскости, и др. 

Смысл определения устойчивости, данного А.М. Ляпуновым, состоит в следующем. Рассмотрим автономную систему 
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го порядка, удовлетворяющую условия теоремы существования и единственности решения задачи Коши:
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Пусть 
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Определение 2.4.6. Решение 
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 автономной системы (2.4.57) называется устойчивым по Ляпунову, если: 1)существует настолько малое положительное число 
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В качестве решения 
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 можно рассматривать стационарные точки, периодические и другие решения автономной системы. 

Определение 2.4.7. Устойчивое по Ляпунову решение 
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Это определение подходит для состояния равновесия, когда 
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, образом которого является изолированная замкнутая траектория в фазовом пространстве ( предельный цикл. Наряду с решением 
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, но описывает тот же предельный цикл в фазовом пространстве. Это означает, что периодическое решение 
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 просто сдвинуто по фазе относительно решения 
[image: image174.wmf])

(

~

t

y

. Пусть предельный цикл обладает устойчивостью, и все траектории проходящие вблизи него на него наматываются. Понятно, что это цикл обладает асимптотической устойчивостью. Однако периодические решения 
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, соответствующие ему, отличаются фазами, и разность фаз сохраняется в течение всего времени, то есть не выполняется условие асимптотического стремления решения 
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. Чтобы избежать этого противоречия в определении асимптотической устойчивости 2.4.7 надо перейти от интегральных кривых к фазовым траекториям. Близость 
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  надо понимать в смысле близости траекторий, также как и стремление: 
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Определение 2.4.8. Решение системы (2.4.57) 
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В частности, стационарное состояние 
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где частные производные правых частей берутся в стационарной точке 
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 имеет непрерывные вторые частные производные по своим аргументам).

Матрицу
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составленную из производных и описывающую линейную часть системы (2.4.58), называют матрицей Якоби. 

Линейная система, или линеаризация
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описывает поведение малых возмущений стационара. 


Справедлива следующая теорема об устойчивости.
Теорема 2.4.7. Если все собственные значения матрицы Якоби А (2.4.59) имеют отрицательные действительные части, то состояние равновесия 
[image: image198.wmf]y

~

 асимптотически устойчиво.

Если же матрица А имеет собственное значение 
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 с положительной действительной частью, то состояние равновесия уже не является устойчивым по Ляпунову. Можно показать, что в этом случае в сколь угодной близости стационарной точки существует решение, которое удаляется от этой точки. 

Метод исследования устойчивости по линейному приближению называют первым методом Ляпунова. Это самый распространенный метод исследования устойчивости нелинейных дифференциальных уравнений. Его используют при исследовании устойчивости периодических и других частных решений. 

2. Линейные системы уравнений с периодическими коэффициентами.


Пусть 
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 ( периодическое решение автономной системы (2.4.57), устойчивость которого мы хотим исследовать. Введем, как и выше, в рассмотрение функцию 
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, характеризующую малое отклонение от частного решения 
[image: image202.wmf])

(

~

t

y

. Устойчивость решения 
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 нелинейной системы определяется устойчивостью линеаризованной системы (2.4.60), где производные правых частей берутся на решении 
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Значит и коэффициенты 
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 тоже зависят от времени. Уравнение (2.4.60) с коэффициентами (2.4.61) называют уравнением в вариациях, поскольку оно описывает близость функций на некотором множестве. Его можно записать в векторной форме:
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где матрица А является периодической: А(t)=А(t+Т), так как определяется периодическим решением 
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Линейная система (2.4.62) имеет ровно 
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 линейно независимых решений 
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которое эквивалентно системе (2.4.62). Из теории линейных дифференциальных уравнений следует, что любое решение векторного уравнения (2.4.62) представляет собой линейную комбинацию фундаментальной системы решений, и может быть записано в виде:
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если матрица 
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Справедлива следующая теорема: Линейная система (2.4.62) устойчива по Ляпунову тогда и только тогда, когда любое ее решение ограничено. 

Из (2.4.64) следует, что, если система устойчива, то коэффициенты любой ее фундаментальной матрицы должны быть ограниченными. 


Пусть 
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 ( два произвольных решения матричного уравнения (2.4.63). Можно показать, что существует такая постоянная матрица 
[image: image220.wmf]P

, что




[image: image221.wmf]P

t

Z

t

Z

)

(

)

(

ˆ

=

.                                                                         (2.4.65)

Если матрица 
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Действительно, Z(t+Т) является решением матричного уравнения, так как 
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Следовательно, два решения  
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 связаны соотношением (2.4.65) или,  что то же самое (2.4.66). Постоянная матрица 
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 называется основной. 

Определение 2.4.9. Собственное значение ( кратности к основной матрицы С называется характеристическим числом кратности к линейного уравнения с периодическими коэффициентами (2.4.62). 

Так как с точностью до трансформирования матрица С не зависит от случайности выбора решения 
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Решением задачи Коши (2.4.67) является
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Если 
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, то решение (2.4.67) стремится к нулю. Если 
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3. Мультипликаторы цикла. Устойчивость периодических решений.

Рассмотрим теперь матричное уравнение со следующим начальным условием:
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Матрица А является периодической. Пусть 
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 ( решение системы (2.4.68). Тогда 
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Матрица 
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 называется матрицей монодро(мии системы (2.4.68). а ее собственные значения называются мультипликаторами.

Утверждение 6.4.1. Линейная система (2.4.62) (уравнение в вариациях), соответствующая автономной системе (2.4.57) на периодическом решении обязательно имеет одно характеристическое число ( равное 1. 

Доказательство. Рассмотрим систему (2.4.68) с матрицей (2.4.61). Пусть С ( основная матрица: 
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Рассмотрим автономную систему (2.4.57):
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Дифференцируя ее по времени, получим уравнение в вариациях:
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где матрица А – задается формулой (2.4.61). Таким образом производная периодического решения удовлетворяет тому же линейному уравнению. Следовательно, справедливо соотношение: 
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[image: image254.wmf])

0

(

)

(

y

T

y

&

&

=

. Окончательно получаем:




[image: image255.wmf])

0

(

)

0

(

)

(

y

y

C

T

y

&

&

&

=

=

.                                                            (2.4.70)

Так как 
[image: image256.wmf]0

)

0

(

¹

y

&

, то из равенства (2.4.70) следует, что матрица С имеет одно собственное значение равное 1, а уравнение в вариациях имеет соответствующее характеристическое число равное 1. 


Справедлива следующая теорема:
Теорема 2.4.8. Пусть автономная система (2.4.57) имеет периодическое решение 
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 с периодом Т. Если характеристическое число (=1 соответствующего уравнения в вариациях имеет кратность 1, а все остальные характеристические числа по модулю меньше единицы, то решение 
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 устойчиво по Ляпунову.

Теорема 2.4.9. Если система (2.4.57) имеет характеристическое число по модулю превышающее 1, то периодическое решение неустойчиво. 
Подведем итоги. Пусть 
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 ( периодическое решение с периодом Т, описывающее предельный цикл в фазовом пространстве. Рассмотрим траектории проходящие близко от цикла. Уравнение в вариациях описывает поведение малых возмущений цикла и определяет его устойчивость. Матрица 
[image: image260.wmf])

(

t

A

 (2.4.61) уравнения в вариациях ( периодическая. Пусть 
[image: image261.wmf])

(

t

Z

 ( фундаментальная матрица решений системы в вариациях. Тогда 
[image: image262.wmf])

(

T

t

Z

+

 также фундаментальная матрица, причем:


[image: image263.wmf])

(

)

(

)

(

T

Z

t

Z

T

t

Z

=

+

,                                                            (2.4.71)

где 
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Собственные значения 
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 матрицы монодромии 
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 называются мультипликаторами периодического решения, и определяют его устойчивость. Действие оператора монодромии заключается в том, что первоначальное возмущение периодического движения, рассматриваемое в проекциях на собственные векторы, через период Т умножается на соответствующий мультипликатор 
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. Значит, затуханию возмущений должно отвечать требование 
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Периодическое решение, часть мультипликаторов которого лежит внутри единичного круга, а часть ( вне его, является неустойчивым и называется седловым. 


Мультипликаторы, как собственные значения матрицы монодромии 
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где 
[image: image280.wmf]Sp

 след матрицы Z(T). 


Пример. 


В качестве примера рассмотрим вычисление мультипликаторов цикла в автономной динамической системе на плоскости:
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Пусть 
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 ( периодическое решение системы с периодом Т: 
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. Исследуем устойчивость этого решения. Уравнение в вариациях, описывающее поведение малых возмущений решения, примет вид:
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Или в векторной форме:




[image: image286.wmf])

2

2

(

,

)

(

´

=

A

z

t

A

dt

dz

.

Одно характеристическое число этой системы равно 1. Чему равно другое?


Рассмотрим матричное уравнение:




[image: image287.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

F

F

=

F

.

)

0

(

),

(

)

(

E

t

t

dt

d

A


Его решение 
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Из формулы Лиувилля (2.4.49) имеем 
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Из формулы (2.4.75) следует, что единственный мультипликатор предельного цикла на плоскости всегда положительный, и если след 
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, и цикл неустойчив. 
Используя формулу (2.4.75) проведем исследование устойчивости циклов в следующей модельной системе, зависящей от параметра 
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Эта система в полярных координатах имеет вид:    
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Уравнение для 
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 имеет три стационарные точки (
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Первая стационарная точка находится в начале координат и представляет собой устойчивый фокус при 
[image: image309.wmf]1
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 и неустойчивый фокус при 
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. Вторая и третья стационарные точки представляют собой предельные циклы, которые имеют вид окружностей с центрами в начале координат и радиусами 
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 и 
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 соответственно. Период циклов равен 
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, вращение векторного поля происходит по часовой стрелке.

Из графика 2.4.  видно, что цикл, имеющий больший радиус – устойчив при всех 
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. Цикл, имеющий меньший радиус, существует при 
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 и является неустойчивым. Значения параметра 
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 являются бифуркационными. При 
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 сливаются два цикла, образуя негрубую систему – полу устойчивый цикл радиусом 
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=1. После прохождения точки бифуркации (при уменьшении 
[image: image320.wmf]a

) они исчезают. Это седло-узловая бифуркация циклов, аналогичная седло-узловой бифуркации стационарных решений. 

В точки бифуркации 
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 неустойчивый цикл стягивается в точку и совпадает со стационарной точкой (0,0). После прохождения бифуркации (при увеличении 
[image: image322.wmf]a

) цикл исчезает (значение 
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 становится отрицательным), а стационарная точка теряет устойчивость. С точки зрения автономного уравнения относительно 
[image: image324.wmf]r

 (2.4.77), для которого отрицательные значения имеют смысл, эта бифуркация обмен устойчивостью. 

Посмотрим теперь, как изменяются мультипликаторы циклов. Для этого найдем матрицу Якоби системы (2.4.76) и вычислим ее след на периодических решениях.
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Таким образом, след на цикле большего радиуса – отрицательный при всех 
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, следовательно, мультипликатор меньше 1 и цикл асимптотически устойчив:
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След на цикле меньшего радиуса – положителен при 
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, следовательно, мультипликатор больше 1 и цикл неустойчив:
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В точке седло-узловой бифуркации циклов при 
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, в которой они сливаясь, образуют негрубый полу устойчивый цикл, след равен нулю: 
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В точке бифуркации 
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, когда неустойчивый цикл стягивается в точку и исчезает, след также обращается в ноль, а мультипликатор – в единицу. Бифуркационная диаграмма представлена на рис. 2.4.11.
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Рис. 2.4.11. Бифуркационая диаграмма (сплошной линией обозначены устойчивый цикл и устойчивый стационар: 
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, а пунктирной линией – неустойчивый цикл и неустойчивый стационар: 
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 седло-узловая бифуркация циклов (
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 подкритическая бифуркация Андронова-Хопфа (
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4. Отображение Пуанкаре.
Одним из широко применяемых способов исследования предельных циклов является метод сечений Пуанкаре. Он заключается в следующем. Рассмотрим некоторое периодическое решение автономной системы (2.4.57) 
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го порядка. Пусть Г – замкнутая траектория в фазовом пространстве соответствующая этому периодическому решению. Введем в рассмотрение некоторую гиперплоскость S размерности 
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, и предположим, что фазовая траектория Г трансверсально (под ненулевым углом) пересекает эту плоскость в одной точке 
[image: image345.wmf]*
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. Гиперплоскость S называется секущей Пуанкаре к фазовой траектории Г. Например, для автономной системы второго порядка на плоскости секущей Пуанкаре является прямая, пересекающая цикл, а для системы третьего порядка в пространстве – плоскость. 

Рассмотрим одну из близлежащих траекторий 
[image: image346.wmf]g

 к предельному циклу Г; она незамкнута и наматывается на цикл либо при t((, либо при t(((. Допустим, что траектория 
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 последовательно и трансверсально пересекает гиперплоскость S в некоторых точках 
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, как схематически показано на рис. 2.4.11. Тогда можно считать, что траектория 
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 порождает на секущей плоскости некоторое точечное отображение, ставящее в соответствие любой точке пересечения xk траектории 
[image: image350.wmf]g

 с плоскостью S следующую точку пересечения xk+1 в том же направлении. Полученное дискретное множество 
[image: image351.wmf]{

}

...

,

2

,

1

,

0

,

=

k

x

k

 на секущей плоскости называется сечением Пуанкаре для траектории 
[image: image352.wmf]g

, а закон соответствия между предыдущей и последующей точками пересечения называется отображением последования или отображением Пуанкаре. 
Функция последования Р определяет отображение сечения S на себя, и в общем случае задается нелинейным дискретным уравнением, размерность которого равна размерности секущей Пуанкаре (Р это векторнозначная функция):
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Таким образом, нелинейной динамической системе (2.4.57) ставится в соответствие 
[image: image354.wmf]1
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-мерное фазовое пространство, которым является секущая гиперповерхность S. Фазовыми траекториями здесь являются последовательности точек xk. Задача изучения динамической системы сводится к задаче изучения соответствующего отображения Пуанкаре. При этом структура динамической системы однозначно (но не взаимно однозначно) определяет структуру порождаемого ею точечного отображения.
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Рис. 2.4.11 Точечное отображение, порождаемое пересечениями некоторой фазовой траектории Г с секущей поверхностью S.
Нелинейное уравнение (2.4.77) является дискретным аналогом дифференциальной системы, но может рассматриваться независимо от порождающей его дифференциальной системы. Подробное исследование некоторого одномерного отображения вида (2.4.77) будет приведено ниже в разделе. 2.6.
В дискретных системах могут существовать частные решения, представляющие собой стационарные, периодические, квазипериодические и хаотические последовательности. 
Рассмотрим некоторое периодическое решение системы (2.4.57) 
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Тогда траектория 
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 замкнута. То есть неподвижным точкам отображения Пуанкаре соответствуют предельные циклы.
2. Пусть 
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 принадлежит сечению Пуанкаре. Рассмотрим последовательность точек 
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где символом 
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 обознается к-ая итерация отображения Р. 
Если для каждой точки х, достаточно близкой к 
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то стационарная точка 
[image: image368.wmf]*
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 называется асимптотически устойчивой.

Это означает, что все близлежащие траектории наматываются на цикл при возрастании времени. Таким образом, асимптотически устойчивая стационарная точка соответствует устойчивому предельному циклу. 
Для исследования устойчивости неподвижной точки 
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 отображения Р (2.4.77), найдем производную отображения последования. Она задается квадратной матрицей 
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 размерности 
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мерных векторов. Тогда уравнение плоскости S, являющейся линейной оболочкой этих векторов, примет вид: 
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Рассмотрим изменение малого отклонения (возмущения) 
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 при возрастании числа пересечений к. Определим производную отображения последования по направлению 
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 стандартным способом: 
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Разложим каждый из векторов  
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Коэффициенты разложения 
[image: image382.wmf]ij

d

 образуют матрицу 
[image: image383.wmf]D

 производной отображения последования Р. 

Запишем уравнение (2.4.77) в виде:
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Раскладывая векторное уравнение в ряд Тейлора в точке 
[image: image385.wmf]*
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, и ограничиваясь линейными членами разложения, получим линейное дискретное уравнение в вариациях:
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где матрица производной отображения последования берется в неподвижной точке 
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. Последовательность 
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 сходится к точке покоя 
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, если с каждой итерацией уменьшается расстояние между 
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Отсюда получаем, что для сходимости Н. и Д., чтобы
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Норма матрицы меньше единицы, если все ее собственные значения по модулю меньше единицы. Таким образом, устойчивость стационарного решения 
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 определяется собственными значениями матрицы 
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т.е. мультипликаторами 
[image: image399.wmf]m

 неподвижной точки отображения. Справедливо следующее утверждение:
Стационарное решение асимптотически устойчиво, когда все мультипликаторы по модулю строго меньше единицы. 
Мультипликаторы неподвижной точки отображения последования связаны с мультипликаторами соответствующего предельного цикла. А именно матрица 
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 производной отображения последования совпадает с главным минором порядка 
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 матрицы монодромии автономной системы, определяющей мультипликаторы цикла (исключая мультипликатор равный единице), с точностью до преобразования поворота. Точное совпадение этих матриц имеет место, если система координат в фазовом пространстве выбрана так, что 
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где 
[image: image408.wmf]-
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 нормаль к плоскости S, а выражения в круглых скобках в числителе и знаменатели обозначают скалярное произведение векторов.
Пример. В качестве примера рассмотрим систему Пуанкаре на плоскости, которая имеет предельный цикл:
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Эта система в полярных координатах имеет вид:    
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Из уравнений (2.4.89) видно, что эта система имеет устойчивый предельный цикл радиусом 1, окружающий неподвижную точку (0,0), которая является неустойчивым фокусом. Вычислим мультипликатор цикла двумя способами. Сначала найдем след матрицы Якоби на цикле:
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Так как след отрицательный, то мультипликатор меньше нуля, и цикл устойчив. Мультипликатор цикла равен:
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Теперь проведем исследования устойчивости цикла с помощью функции последования. Этот пример хорош тем, что имеет аналитическое решение. Интегрируя уравнения (2.4.89), получаем:


[image: image414.wmf]0

2

2

0

)

(

,

)

1

/

1

(

1

1

)

(

q

q

+

-

=

-

+

=

-

t

t

e

r

t

r

t

.       (2.4.91)
где 
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 координаты начальной точки. В качестве секущей гиперплоскости возьмем прямую 
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, рассмотрим последовательность точек, которые получаются при пересечении траектории этой прямой. Так как период цикла равен 
[image: image417.wmf]p

2

, то можно написать: 


[image: image418.wmf]k

k

e

r

r

p

4

2

0

)

1

/

1

(

1

1

-

-

+

=

,                             (2.4.92)


[image: image419.wmf]p

p

4

4

2

0

1

)

1

/

1

(

1

1

-

-

+

-

+

=

e

e

r

r

k

k

.         
Выразим 
[image: image420.wmf]1

+

k

r

 через 
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, и функцию последования Р: 
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Делая преобразования в выражении (2.4.92) получим:
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Найдем производную функции последования:
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Если точка 
[image: image426.wmf]r

 находится на цикле, то производная функции последования равна мультипликатору цикла, действительно:
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что совпадает с выражением, полученным выше (2.4.90) через матрицу монодромии.


Функция последования (2.4.93) годится и для исследования стационарной точки (0,0), так как выбранная секущая прямая также проходит через эту точку. Начало координат является неустойчивым фокусом, и матрица линеаризации дает комплексные собственные значения: 
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[image: image429.wmf]1

2

2

Re

>

=

=

×

p

p

g

l

e

e

. 
Теперь посмотрим, какое значение имеет производная функции последования. Подставляя 
[image: image430.wmf]0
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 в выражение (2.4.94) получаем:
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что совпадает с 
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