2.6. Динамические модели хаоса

1. Аттракторы автономной системы ОДУ.

Рассмотренные выше автоколебания, которые описываются периодическими решениями нелинейных автономных систем ОДУ, обладают строго определенным периодом, амплитудой и формой. Их образом в фазовом пространстве является предельный цикл – замкнутая траектория. В системах на плоскости могут существовать циклы только простой формы, поскольку траектории не пересекаются. В системах размерности больше двух встречаются автоколебания очень сложной формы, соответствующая им траектория в фазовом пространстве делает несколько оборотов, прежде чем замкнуться (см. рис. 2.6. 17).


В системах размерности три и выше существуют квазипериодические колебания, которые имеют несколько частот. Примером может служить вектор функция:
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Траектория, соответствующая этой функции в трехмерном пространстве наматывается на двумерный тор. Заполняет ли она тор полностью или нет, зависит от отношения частот 
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. Если отношение частот рационально, то фазовая траектория замкнута и представляют собой отдельную линию на торе (см. рис. 2.6.0 а). Если отношение частот иррационально, то траектория незамкнута и заполняет весь тор, то есть она всюду плотна на торе (см. рис. 2.6.0 б). 

                                      (а)                                                                 (б)
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Рис. 2.6.0. Двумерный тор в фазовом пространстве системы (2.6.0) а) Отношение частот – рационально (а=1,  б=0.04), б) – иррационально (а=
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,  б=0.02).


Примером модельной автономной системы ОДУ, в которой при определенных параметрах существует двумерный тор, является следующая система третьего порядка:
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Система (2.6.0) имеет неустойчивую стационарную точку в начале координат. При 
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 в системе существует устойчивый предельный цикл, окружающий эту точку и лежащий в плоскости 
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. Предельный цикл описывает колебания переменных х и у с частотой 
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. При небольших положительных значениях параметра 
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 переменная 
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 также начинает совершать колебания с частотой 
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, и фазовая траектория наматывается на тор (см. рис. 2.6.0). Двумерный тор в системе (2.6.0) рождается в результате бифуркации при 
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Устойчивые предельные циклы, двумерные торы и стационарные точки в трехмерном фазовом пространстве являются аттракторами автономной системы ОДУ, на которые наматываются другие траектории при 
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. Они существуют в диссипативных системах. При стремлении системы к аттрактору происходит сжатие фазового объема в точку, если аттрактором является состояние равновесия; в замкнутую траекторию, если аттрактором является предельный цикл и в тор, если аттрактор – двумерный тор. Возникает вопрос, существуют ли кроме этих другие типы аттракторов в автономной диссипативной системе третьего порядка. Ответ на этот вопрос положительный. В шестидесятых годах прошлого века был обнаружен аттрактор, описывающий нерегулярные колебания (см. рис. 2.6.12). Он был назван странным, а соответствующие непериодические колебания были названы хаотическими, или просто – хаосом (см. рис. 2.6.16). При наличии странного аттрактора также происходит сжатие фазового объема. 

Сжатие фазового объема диссипативной динамической системы приводит к тому, что фазовые траектории с течением времени стягиваются к предельному множеству – странному аттрактору, и, попав в область, занятую им, остаются там навсегда; траектория кружится в некоторой ограниченной области фазового пространства, совершая апериодические возвратные движения. «Странность» странного аттрактора заключается в том, что движение системы на странном аттракторе является неустойчивым, и любые две траектории экспоненциально разбегаются. То есть с одной стороны, имеет место глобальное сжатие фазового объема, в результате которого формируется странный аттрактор, притягивающий к себе траектории. Имеет место и непрерывная зависимость от начальных данных, правда в теореме утверждается лишь существование отрезка времени, на котором малые изменения начальных условий приводят к малому изменению решения, но ничего не говорится о величине этого отрезка. А с другой стороны, странный аттрактор является неустойчивым, чрезвычайно чувствительным к изменениям начальных данных – ничтожно малые изменения начальных данных приводят к расхождению траекторий со временем. То есть отрезок времени, на котором решение изменяется не сильно, оказывается малым по отношению к характерному времени процесса или наблюдения.

Сильная чувствительность к начальным данным означает, что поведение такой системы непредсказуемо, другими словами, невозможно дать среднесрочный или долговременный прогноз, поскольку нельзя точно в эксперименте измерить с помощью приборов начальные данные. Например, когда мы предсказываем погоду, то мы можем померить температуру, давление в некоторых точках пространства с некоторой точностью, то есть мы заведомо допускаем в расчетах неточность, которая приведет к расхождению решений. В результате горизонт прогноза будет небольшим. Для предсказаний погоды – это 5-7 дней. Точно также во многих социально-экономических моделях, описывающих эволюцию той или иной системы, мы никогда не обладаем всей полнотой информации. Социально-экономическое развитие неустойчиво, и подвержено влиянию различных мелких факторов. Точно спрогнозировать траекторию развития такой системы в течение большого отрезка времени принципиально невозможно.

Хаос в диссипативных системах ОДУ выглядит как случайный процесс. Чтобы отличить его от нерегулярных колебаний в стохастических системах со случайной величиной, принято называть детерминированным хаосом.

Впервые хаотические колебания были обнаружены Э. Лоренцом в 1963 г. при моделировании движения воздуха в слоях атмосферы. Впоследствии хаос был обнаружен во многих системах: физических, экономических, социальных, химических и др. Были получены количественные оценки хаоса и определены топологические свойства странных аттракторов. Найдены каскады бифуркаций, приводящие к хаосу, или сценарии перехода к хаосу. Теория, во многом посвященная исследованию хаоса стала называться нелинейной динамикой. 


Прежде чем перейти к изучению хаоса в автономных системах ОДУ, рассмотрим хаотические колебания, которые возникают в более простых нелинейных дискретных моделях. 

2. Хаос в разностных уравнениях

1. Линейные разностные уравнения. Несмотря на то, что непрерывные модели, в основе которых лежат дифференциальные уравнения, хорошо описывают многие явления природы, в некоторых случаях более естественным является использование дискретных моделей, или моделей с дискретным временем. В частности, в экономике для исследования ряда финансовых проблем; в биологии для изменения численности популяции, которая измеряется в некоторые дискретные моменты времени и реально представляет собой дискретную величину. 

В качестве примера, рассмотрим некоторую популяцию, перепись которой производится в определенное время, скажем раз в год или раз в несколько месяцев (дней) в зависимости от вида животных. Исследуем случай, когда численность каждого следующего поколения yn+1, посчитанная в n+1 момент времени, зависит только от численности предыдущего поколения yn. Это справедливо для многих видов насекомых, которые живут непродолжительное время, достаточное лишь для откладывания яиц. То же имеет место для некоторых видов рыб, зоопланктона, птиц. Для таких популяций можно написать:



yn+1=f(n,yn),     n = 0,1,2,…..                                               (2.6.1)

Уравнение (2.6.1) называется разностным уравнением первого порядка, поскольку yn+1 зависит только от yn и не зависит от yn-1, yn-2, и т.д. Разностные уравнения выступают не только как математические модели, они возникают при разностном методе решения дифференциальных уравнений, откуда и получили свое название. 

Уравнение (2.6.1) имеет еще и другое, широко распространенное название – одномерное отображение.

Разностное уравнение (2.6.1) называется линейным, если  f  линейная функция, иначе оно ( нелинейное. Решением этого уравнения является последовательность чисел {yn}: y0,y1,y2,…, которая удовлетворяет уравнению (2.6.1) для каждого  n. Добавим к уравнению (2.6.1) начальное условие



y0=(,                                                                                           (2.6.2)

тем самым определим первый член последовательности.

Рассмотрим случай, когда функция   f  явно не зависит от  n,   тогда

yn+1=f(yn),     n = 0,1,2,…                                                       (2.6.3)

Если задано начальное значение (2.6.2), тогда явная формула (2.6.3) позволяет определить последовательно все члены {yn}:



y1=f(y0),



y2=f(y1)=f [f(y0)]=f 2(y0),


y3=f(y2)=f [f [f(y0)]]=f 3(y0),
и так далее



yn=f(yn-1)=f [f(yn-2)]= …..=f n(y0).
Соотношения вида (2.6.3) также используются для задания некоторого итерационного процесса, например, при нахождении корня нелинейного уравнения методом Ньютона или простой итерации. Поэтому последовательность значений  yn называют итерациями начальной точки y0. Зачастую интерес представляет определить поведение последовательности {yn} при n((, в частности имеет ли она конечный предел, или неограниченна. 


Определение 2.6.1 Последовательность {yn}, в которой все члены одинаковы: yn=y*, n=0,1,2,… называется состоянием равновесия, или точкой покоя. 

Если состояния равновесия существуют, то они находятся из уравнения:



y(=f(y().                                                                                       (2.6.4)

Предположим, что численность некоторой популяции в данном регионе в n+1 году, обозначаемая как yn+1, равна численности популяции yn в предыдущем году, умноженной на некоторое положительное число  (n, так что

yn+1=(n yn,     n = 0,1,2,3,…                                                   (2.6.5)

Заметим, что скорость воспроизводства  (n  может меняться от года к году. Переходя от итерации к итерации нетрудно найти решение линейного уравнения (2.6.5):

y1=(0 y0,



y2=(1 y1=(1 (0 y0,


y3=(2 y2=(2 (1 (0 y0,
и так далее



yn=(n-1….(1 (0 y0,      n = 1,2,3,…                                       (2.6.6)

Если известна начальная численность популяции y0 , то численность последующих поколений задается формулой (2.6.6).

Заметим, что формула (2.6.6) справедлива и для других задач, в которых (n может быть отрицательным. Если (n  обращается в ноль для некоторого значения n , тогда yn+1 и все следующие итерации равны нулю; другими словами, популяция вымирает. 

Если (n имеет постоянное значение (, не зависящее от n, то разностное уравнение (2.6.6) приобретает вид:



yn+1=(yn                                                                                      (2.6.7)

и его решения задаются формулой:



yn+1=( ny0.                                                                                   (2.6.8)

Уравнение (2.6.8) имеет состояние равновесия y(=0, соответствующее начальному значению y0=0. Пусть y0(0, предел последовательности {yn} при n(( легко определяется из формулы (2.6.8):
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Другими словами, состояние равновесия y(=0 является асимптотически устойчивым при  ((((1   и неустойчивым при  ((((1.


Модифицируем модель популяции (2.6.7) так, чтобы учесть фактор эмиграции и иммиграции особей в данный район. Если bn ( увеличение численности популяции только за счет иммиграции в году n, то численность популяции в году n +1 равна сумме прироста за счет репродукции и за счет иммиграции. Таким образом, 

yn+1 = (yn + bn,    n = 0,1,2,…                                             (2.6.10)

Здесь мы предполагаем, что показатель темпа репродукции ( постоянен. Найдем решения уравнения (2.6.10) как и ранее, методом итераций. 

y1 = (y0 + b0,

y2 = (((y0 + b0) + b1 = (2y0 + (b0 + b1,

y3 = (((2y0 + (b0 + b1) + b2= (3y0 + (2b0 + ( b1 + b2,

и т.д. Для произвольного n  мы получаем

     yn =( ny0 +( n-1b0 +…+( bn-2 +bn-1 =( ny0 +   
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Отметим, что первое слагаемое в формуле (2.6.11) выражает численность потомства первоначальной популяции, а остальные слагаемые – численность особей, появившихся в популяции в результате иммиграции во все предшествующие годы.


В частном случае, когда bn =b для всех n, разностное уравнение становится следующим:

yn+1 = (yn + b,                                                                          (2.6.12)

а его решение  {yn}  принимает вид:

yn = (ny0 + (1 + ( + (2+…+ (n-1)b.                              

Если  ((1,  то решение можно записать в более компактной форме
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Здесь первое и второе слагаемые в правой части также выражают соответственно прирост численности популяции в результате репродукции первоначальной популяции и за счет иммиграции на протяжении всего времени. Если переписать формулу (2.6.13) в виде
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асимптотическое поведение yn станет более очевидным. Из уравнения (2.6.14) следует, что при n((, yn (b/(1((), если ((((1, и что yn не имеет предела, если ((((1, или если (=(1. Легко видеть, что величина  b/(1(() является точкой покоя уравнения (2.6.14). Формула (2.6.14) не действительна при (=1. Чтобы разобраться с этим случаем, вернемся к выражению (2.6.12) и подставим в него  (=1. Тогда получим, что 

yn=y0+nb.                                                                        

Отсюда следует, что  yn  неограниченно возрастает при n((.


Линейные разностные уравнения встречаются и во многих экономических задачах, в частности в области финансов. В этих задачах  yn  выражает количество денег на счету (баланс) в n-ый период времени,  (n=1+rn,  где  rn ( процентная ставка в данный период времени, и  bn  выражает количество денег, положенных на счет, или снятых со счета. Рассмотрим следующий типичный пример.

Пример 2.6.1. Недавний выпускник университета взял заем в 10000 долларов на покупку машины. Если процентная ставка 12% годовых, то сколько он должен выплачивать банку ежемесячно, чтобы погасить задолженность в течение 4 лет?

Решение. Эта ситуация описывается уравнением (2.6.12), где  yn – баланс займа (долг выпускника банку на текущий месяц), (=1+r, где r( процентная ставка, b – ежемесячное сокращение долга благодаря выплате, которую делает выпускник банку (то есть b должно быть отрицательным). (=1.01, что отвечает соответствующей месячной процентной ставке в 1%.


Решение разностного уравнения (2.6.12) при ( = 1.01 и начальном условии y0=10000  находится по формуле (2.6.14), т.е.

yn = (1.01)n(10000 + 100b) ( 100b.     

Ежемесячная выплата b, которую должен делать выпускник, чтобы погасить задолженность в течение 4 лет, находится из условия: y48=0. Это дает:
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Всего для погашения займа выпускнику придется выплатить: ((b)(48=12640,32 дол.

Так что банк на этом заработает 12640.32(10000=2640.32 доллара. 

2. Нелинейные разностные уравнения. Нелинейные разностные уравнения намного сложнее линейных, и их решения намного разнообразнее. Мы ограничимся рассмотрением лишь одного, разностного уравнения вида:

уn+1=(уn(1–уn),                                                                        (2.6.15)

где ( - положительный параметр.


Из формулы (2.6.15) следует, что функция  f(у)=(у(1–у) переводит отрезок [0,1] в отрезок [0,(/4]. Если ((4,  то все значения уn лежат на отрезке [0,1] при условии, что 0(у1(1. Именно, поэтому говорят, что формула (2.6.15) задает отображение отрезка в себя.


Начнем исследование уравнения (2.6.15) с нахождения положений равновесия, или, как еще говорят, неподвижных точек отображения. Они находятся из уравнения: 

у(=(у(–(у(2.                                                                             (2.6.16)

Положениями равновесия являются две точки: 

у(=0  и  у(=(((1)/(.                                                                (2.6.17)


Выясним, являются ли эти положения равновесия асимптотически устойчивыми или неустойчивыми; т.е. будет ли последовательность {уn} при начальном условии у0 заданном в малой окрестности неподвижной точки, стремиться к ней, или, наоборот, удаляться от нее. Один из подходов к исследованию особой точки на устойчивость состоит в линеаризации исходного уравнения в окрестности положения равновесия. Пусть уn=у(+(уn, где (уn – малое число. Перепишем формулу (2.6.15) в виде:

у(+(уn+1=f(у(+(уn)(f(у()+df(у*)/dу((уn,                           (2.6.18)
где  f(у)=(у(1–у). Для того чтобы (уn(0 при n((, должно выполняться неравенство:
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Это и есть достаточное условие устойчивости неподвижной точки отображения. Причем, если производная df(у*)/du положительная, то в окрестности стационарной точки последовательность {уn} сходится к ней монотонно, а если -1<df(у*)/dу<0, то сходимость немонотонная (члены последовательности появляются то справа, то слева от точки у(). 

Если выполняется обратное к (2.6.19) неравенство:
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то можно утверждать, что точка у( будет неустойчива.

Исследование устойчивости начнем с точки у(=0. В окрестности этой точки величина  уn2 мала по сравнению с уn, и мы можем пренебречь квадратичным членом в уравнении (2.6.15). В результате приходим к уже известному нам линейному уравнению (2.6.7): 

уn+1=(уn,                                                                                   (2.6.21)

из которого следует, что  уn (0  при n((  тогда и только тогда, когда  ((((1, или, т.к. ( должно быть положительным, когда 0(((1.   Так что положение равновесия у(=0 является асимптотически устойчивым при 0(((1, как для линейного уравнения (2.6.21), так и для нелинейного уравнения (2.6.15)


Теперь исследуем на устойчивость другое стационарное решение у(=(((1)/(. В окрестности этой точки, условие (2.6.19) дает:
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Отсюда следует, что положение равновесия у(=(((1)/( асимптотически устойчиво для 1(((3, причем для 1(((2, сходимость монотонная, а для 2(((3 сходимость немонотонная.


На рис. 2.6.4 (а)((с) показаны графики решений уравнения (2.6.15) для (=0.8, (=1.5 и (=2.8   соответственно и для некоторых начальных условий. Мы видим, что решение сходится к нулю при (=0.8 и к ненулевому стационарному решению при (=1.5 (монотонно) и (=2.8 (немонотонно). Для других начальных условий графики решений выглядят аналогично.
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Рис. 2.6.4 Графики решений уравнения (2.6.15) для а) (=0.8, б) (=1.5 и с) (=2.8

Часто используют графический способ представления решений разностного уравнения. Нарисуем кривую y=f(x)  (в нашем случае параболу  y=(x(1(x)) и прямую y=x (см. рис. 2.6.5 (а)((с)). Положения равновесия соответствуют точкам пересечения графиков этих двух функций. Отложим х0 на оси абсцисс, проведем вертикаль до пересечения с кривой y=f(x), затем из нее проведем горизонталь до пересечения с прямой y=x. Теперь вновь проведем вертикаль до пересечения с осью х. Полученную точку на оси абсцисс обозначим через х1. Из построения следует, что х1=f(x0). Взяв точку х1 за начальную и повторив все те же операции, получим х2, затем х3, х4  и т.д. Построенная таким образом последовательность точек {xn}, представляет собой решение разностного уравнения (2.6.15), график которого состоит из последовательных вертикальных и горизонтальных отрезков. Иногда его называют лестницей или диаграммой Ламерея. Из рис. 2.6.5 а видно, что последовательность  {xn}  сходится к началу координат, а из рис. 2.6.5 б и с – к ненулевой стационарной точке.


Подведем итоги. Разностное уравнение (2.6.15) имеет две особых точки: у*=0 и у*=(((1)/(, которые существуют при всех 0((. Первая из них устойчива при 0(((1, вторая – при 1(((3. В точке (=1 две ветви стационарных решений пересекаются и обмениваются устойчивостью. Это уже изученная нами выше точка бифуркации «обмен устойчивостью». Бифуркационная диаграмма изображена на рис. 2.6.6. На ней представлены зависимости стационарных решений от параметра: и у*=(((1)/(. График особой точки у*=0  не зависит от значения параметра ( и совпадает с осью абсцисс. Интервалы каждой из линий, на которых соответствующее положение равновесия устойчиво, прочерчены сплошной линией, – неустойчиво – штриховой линией. 
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        Рис. 2.6.5 Диаграммы Ламерея                     Рис. 2.6.6 Бифуркационная диаграмма.

     для а) (=0.8, б) (=1.5 и с) (=2.8
3. Циклы. Бифуркации удвоения периода. Хаос. Будем дальше увеличивать параметр (. При ((3 ни одна из особых точек не устойчива, и решения уравнения (2.6.15) становятся все сложнее и сложнее по мере возрастания (. Легко проверить посчитав, что для ( немного больше 3, в последовательности {уn}, начиная с достаточно больших n, будут чередоваться два числа а1 и а2. Точнее говоря, последовательность {уn} устроена так, что  у2n+1(а1,  у2n(а2 при n((. Эти числа связаны соотношениями а1=f(а2), а2=f(а1). Будем говорить, что в этом случае отображение (2.6.15) имеет устойчивый цикл с периодом 2, и обозначать его S2. На рис. 2.6.7 а показан график зависимости решения уn от значения n для (=3.2 и у0=0.3. При n больше 20, решение осциллирует между значениями а1(0.5130 и а2(0.7995. Графики решений для любых начальных условий из интервала (0,1) качественно такие же. На рис. 2.6.7 б показано, как выглядит цикл S2. Он представляет собой прямоугольник; стрелками указано направление обхода в процессе колебаний (по часовой стрелке). 
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Рис. 2.6.7   Цикл S2.

Переход при (=3 от неподвижной точки у*=(((1)/( (ее можно считать циклом S1)  к циклу S2 произошел в результате бифуркации, которая получила название бифуркация удвоения периода. Точка у*  при этом не исчезла, а только потеряла устойчивость, поскольку производная df(у*,()/dу стала меньше  (1. 
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Рис. 2.6.8   Цикл S4.

При дальнейшем увеличении параметра, при   ((3.449  каждая из точек цикла S2 расщепляется на пару различных точек, возникает цикл S4 :  у4n(а1, у4n+1(а2, у4n+2(а3, у4n+3(а4  при n((,  причем  а2=f(а1),  а3=f(а2), а4=f(а3),  а1=f(а4)  (см. рис. 2.6.8 для  (=3.5).  По мере дальнейшего возрастания значения  (  появляются циклы с периодом 8 (S8), 16 (S16), ... и т.д. При этом каждый раз в результате бифуркации удвоения периода цикл (S2)р, продолжая существовать, теряет устойчивость; но возникает устойчивый цикл (S2)р+1. Наконец, при некотором значении ( (его иногда обозначают (() уравнение (2.6.15) задает уже непериодическую последовательность {уn}. 

Исследуем модель подробнее и выясним, почему возникают циклы и как исследовать их устойчивость. Для этого сначала наряду с отображением
уn+1=f(уn,() рассмотрим отображение:

уn+1=f(f(уn,())(f 2(уn,().
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Рис. 2.6.9

Вид функции  f 2(х,() показан на рис. 2.6.9. Рис. 2.6.9 а соответствует устойчивой неподвижной точке у*, рис. 2.6.9 б – устойчивому циклу S2. График
f 2(хn,()  пересекается с прямой y=x во всех неподвижных точках отображения, а также в точках принадлежащих циклам S2. Действительно, если х*=f (х*), то f(f(х*))=f х*)=х*. Кроме того, если а1 и а2 элементы цикла S2, то а2=f(а1)=f(f(а2,()), а1=f(а2)=f(f(а1,()). Увеличивая параметр (, мы растягиваем функцию   f 2(х,()   вдоль оси ординат. И если при некотором значении ( линии y=x и   y=f 2(х,() пересекаются в одной точке, как на рис. 2.6.9 а, то с увеличением  (   могут появится еще две точки пересечения (см. рис. 2.6.9 б, с).  Переход  S1(S2  в отображении  f (х, () обусловлен тем, что в отображении  f 2(х,()  одна из неподвижных точек теряет устойчивость, и в ее окрестности появляются две новые устойчивые неподвижные точки. Рассматривая функции  f 4(х,(),  f 8(х,() и т. д., можно увидеть, как происходят следующие удвоения. В каждом из этих случаев одна точка теряет устойчивость и появляются две другие устойчивые точки, поэтому период цикла удваивается. Так возникновение устойчивого цикла S4 у отображения  хn+1=f(хn,()  связано с появлением двух устойчивых циклов у отображения  хn+1=f2(хn,() (см. рис. 2.6.9 с) и четырех устойчивых точек у отображения хn+1=f 4(хn, (). 

Действуя так же, как в случае неподвижной точки, можно доказать, что устойчивость цикла Sр с элементами  х1,…,хр  будет определяться величиной 
(df р(хк)/dх( для к=1,…,р. В самом деле – точки х1,…,хр будут неподвижными точками отображения   G(х,()=f p(х,():

х1=f(хр,()=f(f(хр-1,())=…=f(f   (х1, ())=G(х1, ()      и т. д.

Следовательно, достаточное условие устойчивости неподвижной точки х1 (либо любой другой точки х2,…,хр) можно использовать для функции G: (G(х1,()(((. Продифференцировав эту функцию в соответствии с правилом дифференцирования сложной функции, нетрудно убедиться, что условие устойчивости примет вид:



(df(х1)/dх(…(df(хр)/dх((1.                                               (2.6.23)

Из этой формулы следует также, что величина (df р(хк)/dх( будет одной и той же во всех точках цикла Sр.


4. Универсальности Фейгенбаума. Исследование свойств отображения (2.6.15) показало, что оно подчиняется не только качественным, но и удивительным количественным закономерностям. Чтобы проследить за ними, построим бифуркационную диаграмму – график у((). По оси абсцисс будем откладывать значения параметра (, а по оси ординат – у1,у2,…,уn, лежащие на устойчивом для данного значения ( цикле (см. рис. 2.6.10). Циклу S2 будут соответствовать две точки на одной вертикали, циклу S4 – четыре точки и т.д. Обозначим через   (1,  (2,  (3,…те значения параметра (, в которых происходили удвоения, а через (1, (2, (3, – значения параметра, при которых у=0.5 является элементом цикла S2, S4, S8  и т.д. (такие циклы называются сверхустойчивыми). Введем также величины d1, d2, dn, равные расстоянию между у=0.5 и ближайшим к нему элементом цикла (S2)n при (=(n. Все эти обозначения пояснены на рис. 2.6.10 а. Расчеты показывают, что числа (n и (n и dn при больших n ведут себя, как геометрическая прогрессия. Другими словами, при    n((
(n = (( ( С1(-n,     (n = (( ( С2(-n,      (=4.6692016…  (2.6.24)’

dn /dn+1 ( (,     (=(2.502907850...                                        (2.6.24)

Последовательности (n, (n стремятся к пределу, трансцендентному числу 
((=((= 3.5699456...  
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Рис. 2.6.10 а) и б)  Бифуркационная диаграмма, с) ее фрагмент, 

                        выделенный рамкой на рис. б, в увеличенном масштабе. 

При  (((( решения обладают некоторой регулярностью, но для большей части значений ( отображение (2.6.15) дает уже непериодическую последовательность {уn}. Например, рассмотрим решение при  (=3.65  (см. рис. 2.6.11 а). Оно колеблется в диапазоне примерно от 0.3 до 0.9, но его тонкая структура непредсказуема. Для описания такого поведения решения используется определение хаотическое.
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Рис. 2.6.11.


Описанные выше закономерности были открыты американским физиком М. Фейгенбаумом в 1978 г. Им было доказано, что они справедливы не только для квадратичного отображения, но и для всех унимодальных («одногорбых») отображений, удовлетворяющих условию:
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 – производная Шварца.

Созданная им теория стала называться теорией универсальности Фейгенбаума. Она является ярким примером того, что для нелинейных систем, так же как для линейных, можно создать общую теорию, охватывающую широкий круг явлений, а не отдельные частные примеры, как заявляли скептики.

5. Порядок Шарковского. Исследуя унимодальные отображения, украинский математик А.Н. Шарковский в 1964 г. обнаружил так называемые «окна периодичности» в области хаоса и выявил закономерности их появления. Окна периодичности представляют собой узкие интервалы значений параметра (, в которых существуют периодические движения. Они хорошо видны на бифуркационных диаграммах, представленных на рис. 2.6.10 б,с. Шарковским было доказано, что если двигаться в сторону уменьшения параметра (, то можно наблюдать окна периодичности с периодами, равными соответственно
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 означает «влечет за собой». В верхней строке следуют друг за другом в порядке возрастания все простые числа, во второй строке – произведения простых чисел на 2, в 
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+1-ой строке – произведения простых чисел на 
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2

. В самой нижней строке представлены по убыванию степени двойки, что соответствует каскаду бифуркаций удвоения периода, если двигаться в обратном направлении, то есть в сторону возрастания параметра. 
Далеко не все циклы наблюдаются на бифуркационных диаграммах, так как не все из них устойчивы. В теореме Шарковского ничего не говорится об устойчивости окон периодичности. 

Самым главным в порядке Шарковского является цикл периода 3. Доказано, что если в унимодальной системе существует 3-цикл, то обязательно в системе существуют все циклы в соответствии с приведенной выше цепочкой и хаотические последовательности («цикл три рождает хаос»). К аналогичным результатам независимо пришли в 1975 г. Т.Ли и Дж. Йорк. 
6. Показатель Ляпунова. Одной из главных черт хаотического решения является чрезвычайная чувствительность к начальным данным. Это проиллюстрировано на рис. 2.6.11 б, где показано поведение функции 
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, которая равна разности между двумя решениями уравнения (2.6.15) для (=3.65. Одно из этих решений 
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 отвечает начальному условию у10= 0.3  (оно изображено на рис. 2.6.11 а), а другое соответствует начальному условию у20=0.3+(, (=10-5. На протяжении первых 20 итераций графики этих решений практически неразличимы и разница между функциями близка нулю. А далее графики, продолжая колебаться примерно в одном и том же интервале значений, сильно отличаются друг от друга, так что функция 
[image: image51.wmf]n

v

 совершает хаотические колебания, как показано на рис. 2.6.11 б. И очевидно, что для n>15, ни одно из решений 
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 нельзя использовать для оценки значений другого. Говорят, что траектории разбегаются.

Одной из самых важных количественных характеристик хаотического поведения, является показатель Ляпунова, который характеризует степень экспоненциального разбегания траекторий. Если начальные условия отличались на (, то спустя n итераций, расстояние между точками можно оценить как:
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где 
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Отсюда следует, что 
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 он указывает, во сколько раз в среднем увеличивается за одну итерацию расстояние между очень близкими точками.


Показатель Ляпунова определяет среднее время (число итераций), на которое можно предсказать состояние системы с динамическим хаосом. Действительно, если точность задания начальной точки было 
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 шагов по времени оно вырастет до 
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, то невозможно определить расположение траектории на отрезке
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На временах больших 
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, возможны лишь статистические предсказания.


5. Сценарий Фейгебаума перехода к хаосу. Итак, начиная с некоторого критического значения параметра 
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, последовательность {уn} не стремится к циклу, а представляет собой непериодическую траекторию. Рассмотрим бифуркационную диаграмму представленную на рис. 2.6.10 б. Вертикальные полосы, в которых точки {уn} заполняют целые отрезки соответствуют динамическому хаосу. Мы видим, что они чередуются с «окнами периодичности», в которых наблюдаются циклы различных периодов. На диаграмме видно, что самое широкое «окно» связано с циклом 
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 в этом окне происходят бифуркации удвоения периода циклов:
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которые приводят к хаосу. Причем исследования показали, что этот каскад характеризуется теми же постоянными α и δ. Если нарисовать в увеличенном масштабе фрагмент бифуркационной диаграммы, показывающей переход к хаосу в окне периодичности, то этот фрагмент окажется очень похожим на всю диаграмму (см. рис. 2 .6.10 с). Более того, в этом фрагменте хорошо видны и окна периодичности и каскады бифуркаций удвоения периода, приводящие к появлению хаоса. То есть, этот фрагмент можно разбить на более мелкие фрагменты, которые будут аналогичны всей диаграмме. Такое явление называется масштабной инвариантностью. Аналогичная картина наблюдается и в других окнах периодичности ( переход к хаосу осуществляется через каскады бифуркаций удвоения периода.


Хаотические решения разностных и дифференциальных уравнений стали широко известны лишь в последние годы. Уравнение (2.6.15) было одним из первых найденных примеров математического хаоса. Оно было детально исследовано Робертом Мэем (Robert May) в 1974 году в качестве модели популяции определенного вида насекомых. Мэй сделал вывод, что достоверный долговременный прогноз относительно численности популяции насекомых невозможен. Существование хаотических решений в простом уравнении вызвало огромный интерес. Вслед за Мэйем  универсальные закономерности обнаружены и поняты Фейгенбаумом. 

Изучение и компьютерное моделирование различных нелинейных систем, описываемых дискретными и дифференциальными уравнениями показало, что переход к хаосу через каскад бифуркаций удвоения периода цикла является универсальным. Он был назван сценарием Фейгенбаума перехода к хаосу. Более того, многие одномерные и многомерные отображения характеризуются теми же универсальными константами α и δ. В последние годы было проведено огромное количество исследований, но еще много вопросов остается без ответа. Однако, становится все более очевидным то, что хаотическое поведение встречается намного чаще, чем казалось вначале, и описывает широкий круг явлений в различных системах: биологических, физических, химических, экономических и т.д..
7. Аттракторы одномерного отображения. Интуитивное представление об установившемся режиме может быть связано с понятием притягивающего множества, или аттрактора.

Определение 2.6.2 Аттрактором называется замкнутое множество А, которое является инвариантным относительно отображения 
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Иногда в определение аттрактора включают свойство неразложимости, означающее, что А нельзя разделить на две замкнутые непересекающиеся инвариантные части. 

Приведем примеры аттракторов. Пусть отображение (2.6.15) имеет устойчивую неподвижную точку u* (например, при 
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). Она и является аттрактором. В самом деле 
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, и мы видели, что существует достаточно малая окрестность точки  u, из которой все точки стремятся к  и*. Вместе с тем нельзя сказать, что итерации всех точек отрезка стремятся к и*, (
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Другим примером может служить устойчивый цикл 
[image: image81.wmf]n
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. Можно ожидать, что в общем случае одномерное отображение имеет несколько аттракторов, выход на которые происходит в зависимости от начальных данных.

В случае хаоса бесконечная последовательность точек, описывающая нерегулярные осцилляции, на которую выходит система, тоже является аттрактором в смысле определения данного выше. Парадокс заключается в том, что это притягивающее множество является неустойчивым, поэтому оно и получило название странного аттрактора. 

 
3. Хаос в системах ОДУ. Система Лоренца.
Как уже было сказано, впервые хаотические колебания в системе ОДУ были открыты американским исследователем Э. Лоренцем в 1963 г. Они перевернули представления ученых о предсказуемости процессов в детерминированных системах, описываемых дифференциальными уравнениями, где имеют место причинно-следственные связи. 

Занимаясь проблемами метеорологии и изучая характер движения потоков газа или жидкости в поле сил тяготения, Э. Лоренц случайно натолкнулся на простую систему, демонстрирующую очень сложное динамическое поведение. Как следует из законов физики, более плотные слои газа всегда располагаются внизу, а менее плотные – вверху. Однако, при нагревании снизу, как бывает в земной атмосфере, нижние более плотные слои начинают расширяться, и их плотность может стать меньше плотности верхних более холодных слоев. Состояние, в котором менее плотные слои газа или жидкости находятся ниже более плотных, является неустойчивым; появляется выталкивающая сила, которая стремится вытолкнуть их вверх.

Посмотрим, что происходит с увеличением разницы температур в этом случае. Если разница температур (Т=Т1(Т2(0 (где Т1 ( температура у поверхности Земли, а Т2 ( температура верхних слоев атмосферы) небольшая, то устанавливается линейная зависимость температуры с высотой, но существенных перемещений слоев атмосферы не происходит. Если же разница температур  (Т, становится достаточно большой, то теплый воздух начинает подниматься вверх, вытесняя холодный; в результате образуется устойчивое конвективное движение. Дальнейшее увеличение разницы температур приводит к тому, что устойчивый конвективный поток разрушается, а вместо него возникает более сложное конвективное движение.

Исследуя это явление, Эдвард Лоренц пришел к системе трех нелинейных автономных уравнений:
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известных теперь, как система Лоренца. На вид эти уравнения простые; первое уравнение линейное, второе и третье – содержат только квадратичные нелинейности, аналогичные моделям «хищника-жертвы» или «конкурирующих видов». Однако, эта простота обманчива, и, как мы увидим ниже, они описывают существенно более сложное динамическое поведение. Переменные и коэффициенты в системе Лоренца имеют следующий физический смысл: переменная х пропорциональна скорости циркулирующего газа; переменная у характеризует разность температур между восходящими и нисходящими потоками газа, переменная z пропорциональна отклонению вертикального профиля температур от равновесного значения. Параметр ( ( число Прандтля (
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, где ( ( коэффициент динамической вязкости, ср ( теплоемкость, 
[image: image84.wmf]l

 ( коэффициент теплопроводности), r ( число Рэлея, нормированное на критическое значение, b – геометрический параметр. Все параметры действительные и положительные. 

Для земной атмосферы характерные значения, выбранные Лоренцем равны соответственно: 

(=10,    b=8/3,    r=28.                                                              (2.6.29)

При этих значениях параметров Лоренц обнаружил новый тип поведения траекторий, притягивающихся в фазовом пространстве к некоторому образованию, не имеющему аналогов на плоскости и получившему название «аттрактор Лоренца». (см. рис. 2.6.12).

Параметр r пропорционален разности температур (Т, и наша цель, исследовать поведение системы (2.6.28) в зависимости от значения параметра r. 

1.1. Свойства системы Лоренца.


Однородность (отсутствие свободных членов), откуда следует, что при всех значениях параметров система (2.6.28) имеет стационарную точку в начале координат.
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Рис. 2.6.12 Вид аттрактора Лоренца в трехмерном фазовом пространстве

под разными углами. 


Симметрия. Очень важное свойство системы Лоренца заключается в ее симметрии. Преобразование поворота на угол 
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 вокруг оси 
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не меняет вида уравнений. Это означает, что, если система (2.6.28) описывает в фазовом пространстве какую-либо траекторию, не обладающую этим свойством симметрии, то она имеет и симметричную в смысле преобразования (2.6.30) траекторию. Другими словами, симметричные точки (2.6.30) принадлежат либо одной и той же траектории, либо лежат на разных симметричных траекториях. Это касается и стационарных точек, и предельных циклов, и траекторий, описывающих странные аттракторы.  


Диссипативность. 
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Следовательно, фазовый объем сжимается, система Лоренца диссипативна.


Ограниченность траекторий. Докажем, что траектории системы Лоренца, войдя в сферу радиуса 
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остаются при возрастании времени 
[image: image94.wmf]t

 внутри нее. (Значение К определим ниже.)

Функция 
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 положительна при всех значениях ее аргументов, за исключением точки 
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, в которой она принимает минимальное значение равное нулю, следовательно, ее можно взять в качестве функции Ляпунова. Посмотрим, как она изменяется вдоль траектории. Для этого вычислим производную:
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Отсюда видно, что 
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 по оси х и у соответственно. Эллипсоид остается внутри сферы (2.6.31) при К:
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Следовательно, траектории, входящие в сферу при всех 
[image: image104.wmf]t

 остаются внутри нее, т.е. они ограниченные.

1.2. Стационарные точки системы Лоренца. Стационарные решения удовлетворяют нелинейной системе:
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Из первого уравнения имеем y=x. Исключая y из второго и третьего уравнений, получаем:
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Из (2.6.33) следует, что либо x=0 и тогда y=0  и  z=0;   либо  z=r(1  и тогда 




[image: image107.wmf].

    

,

)

1

(

x

y

r

b

x

=

-

±

=

                                                        (2.6.34)

Так как x  и   y  действительные, то эта стационарная точка существует при r(1. 


Таким образом, стационарная точка  (0,0,0), которую мы обозначим через   р1, существует при всех положительных значениях r; при r(1 она является единственной точкой покоя системы (2.6.28). При  r(1  существуют также две другие симметричные стационарные точки:
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Значение параметра r=1 является бифуркационным; при r>1 сходятся все три ветви стационарных решений системы Лоренца. Это уже встречавшаяся нам выше бифуркация «вилки».

Теперь с помощью теоремы о линеаризации исследуем устойчивость стационарных точек р1, р2 и р3 в малом, то есть в окрестности каждого из положений равновесия. Матрица Якоби  J имеет вид:


[image: image109.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

=

b

x

y

x

z

r

1

0

s

s

J

.                                                          (2.6.36)

Для определения устойчивости в выражение (2.6.36) поставим значения каждой из точек и найдем собственные значения матрицы   J.   Для  р1=(0,0,0) имеем:



[image: image110.wmf]0

)]

1

(

)

1

(

)[

(

0

0

0

1

0

2

=

-

-

+

+

+

-

=

=

-

-

-

-

-

-

r

b

b

r

s

l

s

l

l

l

l

s

l

s

.         (2.6.37)

Решая уравнение (2.6.37) находим:


[image: image111.wmf].

2

4

)

1

(

)

1

(

       

,

2

3

,

2

1

r

b

s

s

s

l

l

+

-

±

+

-

=

-

=

             (2.6.38)

При r(1 все три собственные значения отрицательные и, следовательно, состояние равновесия р1 устойчиво. При   r=1  одно из собственных значений  ((3)   обращается в ноль и при r(1 становится положительным. Таким образом, точка р1 теряет свою устойчивость и при r(1  становится неустойчивой стационарной точкой, имеющей тип многомерного седла  ((1(0, (2(0, (3(0). Все траектории, берущие свое начало около точки (0,0,0) удаляются от этой точки, за исключением траекторий, лежащих в плоскости, образованной собственными векторами (1, (2, отвечающими собственным значениям (1 и (2 (для нелинейной системы (2.6.28) это определенная поверхность, касающаяся этой плоскости в точке р1 – устойчивое многообразие размерности 2 
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Теперь исследуем устойчивость точек р2  и  р3 (2.6.35) при r(1. Уравнение для определения собственных значений имеет вид:


[image: image113.wmf]0

1

0

=

-

-

-

-

-

-

-

-

l

l

s

l

s

b

x

y

x

z

r

.                                          (2.6.39)

Учитывая, что х=y и z=r(1 и делая несложные преобразования, получим:
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Исследования кубического уравнения (2.6.40) для стационарной точки р2 (и тоже самое для р3), показали, что при r(1 оно имеет одно действительное собственное значение (СЗ) и пару комплексно сопряженных СЗ ((1((, (2,3=((i(). В точке r2 два собственных значения становятся чисто мнимыми:
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Подставляя (2.6.41) в уравнение (2.6.40) находим:
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r2(24.7368 для (=10  и  b=8/3.                                           (2.6.43)

Причем, при r(r2 ( 
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. То есть точки р2 и р3 устойчивы при 1(r(r2 и неустойчивы при r>r2. 

Исследования показали, что точка r=r2 соответствует подкритической бифуркации Андронова-Хопфа, то есть в ней гибнет (стягивается в точку и исчезает) неустойчивый (седловой) предельный цикл. Этот предельный цикл рождается в точке бифуркации r1 из петли сепаратрисы седла. (Для (=10  и  b=8/3  (  r1(13.9265.)

1.3. Рождение странного аттрактора в системе Лоренца.
Подытоживая исследования стационарных точек уравнения Лоренца, можем утверждать, что:


При 0(r(1 существует единственная глобально устойчивая стационарная точка р1 – начало координат. Физически, это означает, что конвекция отсутствует. Все решения стремятся к этой точке при t(+(. Действительно, на решениях системы (2.6.28) рассмотрим следующую функцию Ляпунова, которая положительна при всех значениях ее аргументов, за исключением точки (0,0,0), в которой она принимает минимальное значение равное нулю:
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Посмотрим, как она изменяется вдоль любой траектории. Для этого вычислим производную:
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Из выражения (2.6.45) следует, что, если r(1, то производная меньше нуля при всех значениях x, y, z  кроме начала координат, где она обращается в нуль. Это означает, функция убывает, стремясь к своему минимуму, точке (0,0,0) при t(+(.


При 1(r(r2 система (2.6.28) имеет три стационарные точки. Симметричные стационарные состояния р2 и р3 асимптотически устойчивы и имеют тип многомерного фокуса, а точка покоя р1=(0,0,0) – неустойчива и имеет тип многомерного седла. В этом интервале изменения параметра вблизи стационарных точек р2 и р3 траектории закручиваются, как спирали, стремясь при t(+(  или к точке р2, или к точке р3.

При 1(r(r1(r2 из начала координат выходят две симметричные траектории сепаратрисы, которые далее как спирали наматываются на устойчивые точки  р2 и р3 (см. рис. 2.6.13 а,б). При увеличении параметра r витки спиралей становятся все больше и больше (рис. 2.6.13 в), и при значении r=r1(13.9265 образуется пара петель сепаратрис – гомоклинических траекторий, двигаясь по которым точки как при t( +(, так и при t( –( стремятся к началу координат (см. рис. 2.6.13 г).
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Рис. 2.6.13 Проекции двух траекторий, выходящих из начала координат, на фазовую плоскость (x,z) в системе Лоренца при разных значениях параметра r.

Это есть глобальная бифуркация, приводящая к перестройке фазового портрета системы в целом, хотя локальный фазовый портрет в окрестности каждой из стационарных точек не изменяется. Бифуркация петли сепаратрисы седла в системе Лоренца является источником всей ее сложной динамики, она получила название гомоклинического взрыва. После прохождения параметром бифуркационного значения r=r1 из замкнутых петель сепаратрис рождаются неустойчивые циклы С1 и С2, окружающие точки р2 и р3 (см. рис. 2.6.13 д). Эти циклы существуют вплоть до значения параметра r=r2. 

Кроме того из петель сепаратрис в фазовом пространстве системы еще рождается и сложно организованное предельное множество, состоящее из бесконечного числа двояко асимптотических гомоклинических траекторий и седловых циклов. Однако это множество вплоть до значения r=r3(24.0579 не является странным аттрактором, а лишь порождает «предхаотическую» динамику. Из петель сепаратрис также рождается бесконечное число гетероклинических траекторий. соединяющих точку р1 с точками р2 или р3, каждая из которых имеет свое число «оборотов», или складок.
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Рис. 2.6.14 (а) Срыв сложной траектории в область притяжения устойчивой стационарной точки р2 (r=22.5). (б) Намотка траектории на т. р2 (r=22.5). (в) Намотка двух траекторий на пару симметричных аттракторов Лоренца (r=24.4). (б) Намотка траекторий на устойчивые точки р2 и р3 (r=24.4).

Существование хаотических колебаний в системе ОДУ возможно лишь при наличие в фазовом пространстве системы континуума самопредельных траекторий, неустойчивых по Ляпунову, но принадлежащих целиком некоторой ограниченной области. К этим траекториям относятся гомоклинические траектории, которые могут порождаться седловыми циклами. Качественно поясним, как это может происходить. Седловой цикл представляет собой периодическое движение, часть мультипликаторов которого лежит внутри единичной окружности 
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. Так в системе Лоренца седловой цикл, родившийся из петли сепаратрисы седла при r=r1 имеет два мультипликатора, связанных соотношением: 
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. Это означает, что в фазовом пространстве системы существует устойчивое 
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 и неустойчивое 
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 многообразия седлового периодического движения. Любая траектория 
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 принадлежащая устойчивому многообразию 
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 стремится к циклу, а по неустойчивому многообразию 
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 траектория удаляется от цикла. В нелинейных системах при некоторых условиях может осуществиться взаимопересечение устойчивого и неустойчивого многообразий. Если такое пересечение трансверсально, то линии пересечения образуют особую траекторию, названную Пуанкаре гомоклинической. Доказано, что если возникнет хотя бы одна такая траектория, то их возникнет счетное множество. Таким образом, в окрестности седлового цикла при определенных условиях возникает гомоклиническая структура, содержащая множество седловых периодических орбит одного типа и совокупность сложных (гомоклинических) траекторий, двоякоасимптотических к ним. 
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Рис. 2.6.15 Проекции двух симметричных аттракторов Лоренца на плоскость (x,z) (r=25).

В системе Лоренца в интервале изменения параметра r1(r(r3 многие траектории закручиваются, как спирали, стремясь при t(+(  или к точке р2, или к точке р3.(см. рис. 2.6.14 б). Однако, некоторые траектории долго кружат в фазовом пространстве вокруг стационарных точек р2 и р3, совершая апериодические движения в области скопления гомоклинических траекторий пока не попадут в область притяжения к одной из них (см. рис. 2.6.14 а).

При r=r3(24.0579 система (2.6.28) испытывает еще одну глобальную гетероклиническую бифуркацию, которая приводит к тому, что сложноорганизованное предельное множество становится притягивающим, то есть появляется семейство аттракторов  Лоренца. Эта бифуркация заключается в том, что пара симметричных неустойчивых сепаратрис, выходящих из начала координат, закручивается на предельные циклы С1 и С2 (см. рис. 2.6.13 е), образуя двояко асимптотические гетероклинические траектории. При r(r3 эта пара сепаратрис принадлежит областям притяжения устойчивых точек р2 и р3. После прохождения параметром бифуркационного значения r=r3 сепаратрисы, выходящие из начала координат притягиваются к странному аттрактору (см. рис. 2.6.14 в). В узком диапазоне параметра r3(r(r2 странный аттрактор сосуществует с устойчивыми симметричными стационарными точками р2 и р3 (см. рис. 2.6.14 г).
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Рис. 2.6.16 Хаотические колебания в системе Лоренца, r=28.

При r>r2 все три стационарные точки неустойчивы, причем точка р1 имеет одно положительное собственное значение, а каждая из точек р2 и р3 имеет пару комплексно сопряженных собственных значений с положительной действительной частью. Большая часть траекторий, находящаяся вблизи состояний равновесия р2 и р3 представляет собой раскручивающие спирали. Можно показать, что почти все траектории рассматриваемой системы приближаются (притягиваются) к определенному предельному множеству точек, имеющему нулевой фазовый объем и сложную топологическую структуру (см. рис. 2.6.12 и 2.6.15). Оно было названо странным аттрактором. Это то самое предельное множество, которое зародилось при r=r1 и стало притягивающим в результате бифуркации при r=r2. 

Типичный график хаотических колебаний в системе Лоренца представлен на рис. 2.6.16, где показана зависимости х от t при r(r2. Хорошо видно, что решение совершает нерегулярные колебания между положительными и отрицательными значениями. Уравнения Лоренца являются детерминистическими и его решения полностью определяются начальными данными, тем не менее, они выглядят как случайный процесс. 


1.4.  Спектр Ляпуновских характеристических показателей.

Самой парадоксальной чертой хаотического движения является его неустойчивость по Ляпунову, которая сочетается со свойствами, характерными для устойчивых аттракторов: а именно ( притяжением к себе траекторий, и стремлением фазового объема к нулю. Следствием неустойчивости является огромная чувствительность к начальным данным. Продемонстрируем ее на следующих вычислительных экспериментах. Возьмем, например, базовый набор параметров (2.6.29) и зададим достаточно произвольно начальные данные. Выберем тот или иной метод численного решения ОДУ: Рунге-Кутта 4-го порядка, линейный многошаговый метод и т.п. Зададим точность расчета 
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, и достаточно долго просчитаем. Для системы Лоренца можно взять 
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, считая, что за это время система успевает выйти на аттрактор Лоренца. Запомним последнюю точку, лежащую на траектории: 
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. Эта точка будет служить нам начальной точкой 
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 для дальнейших расчетов. Если считать много раз с одними и теми же начальными данными, одним и тем же методом, то, очевидно, что получится одно и то же решение, поскольку ошибки дискретизации и округления одни и те же. 


Выберем теперь одну из переменных, например, 
[image: image146.wmf]y

 и дадим ее начальному значению небольшое приращение 
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 будем называть возмущенной. Теперь будем считать одновременно две системы: исходную и возмущенную, т.е. систему ОДУ 6-го порядка относительно функций 
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 с начальными данными: 
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. В каждый момент времени, будем рассчитать расстояние 
[image: image151.wmf]d

 между исходной и возмущенной системами: 
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В случае устойчивости по Ляпунову расстояние 
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 со временем не увеличивается.
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     Рис. 2.6.17 Разбегание траекторий в системе Лоренца, 
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Проверим, как оно изменяется для системы Лоренца. Расчеты показали, что всех 
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 точность ошибок округления, траектории этих систем расходятся, и тем быстрее, чем больше значение 
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, и тем меньшую точность имеет численный метод. На рис. 2.6.17 показано, как быстро разбегаются траектории системы для возмущения 
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. Мы видим, что, несмотря на высокую точность численного алгоритма и чрезвычайно малое изменение начальных данных наблюдается достаточно быстрое разбегание траекторий: примерно за 30 системных единиц времени расстояние между изначально близкими траекториями значительно возрастает. Пока расстояние 
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 мало, оно экспоненциально растет со временем:
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где 
[image: image164.wmf]-
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 начальное расстояние. 


Свойством неустойчивости по Ляпунову и, как следствие, чувствительностью к малым флуктуациям и разбеганием близких траекторий обладают все странные аттракторы. Аналогично тому, как мы ввели показатель Ляпунова, характеризующий разбегание двух близких последовательностей в дискретных системах (см. (2.6.25)), можно определить показатель Ляпунова для систем ОДУ.

Характеристическим показателем Ляпунова, или просто характеристическим показателем функции Ф(t), называется действительное число, определяемое соотношением
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где черта сверху означает верхний предел. Для экспоненты 
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. Понятие характеристического показателя дает способ оценки степени роста функции в сравнении с экспонентой. 

Для расстояния между траекториями (2.6.46) характеристический показатель Ляпунова (2.6.48) имеет вид:
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Величину 
[image: image168.wmf]l

 в литературе еще называют энтропией Колмогорова-Синая, или КС-энтропией. 
Посмотрим на неустойчивость по Ляпунову и разбегание близких траекторий с точки зрения возможностей предсказания явлений природы. Зная положение системы в данный момент времени и интегрируя уравнения, хотелось бы дать прогноз о месте пребывании системы спустя определенное время. Однако в любой физической системе точно задать положение невозможно (в реальных системах координаты и параметры всегда определяются с конечной точностью). Если система демонстрирует хаотическое поведение, то некоторая неопределенность в задании состояния системы в начальный момент времени экспоненциально возрастает со временем. И спустя некоторое конечное время информация о начальном состоянии системы полностью утрачивается, поведение системы становится непредсказуемым. 
Понятно, что время прогноза 
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 зависит от показателя скорости разбегания траекторий (2.6.49), и приблизительно равно:
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На временах 
[image: image171.wmf]p
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 невозможно определить небольшую область в фазовом пространстве, где будет находиться система. То есть существуют фундаментальные ограничения прогноза в нелинейных динамических системах, находящихся в режиме хаотических колебаний.


Можно доказать, что показатель, определенный соотношением (2.6.49) является старшим среди 
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 характеристических показателей Ляпунова для системы ОДУ 
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[image: image175.wmf])

(

~

t

y

. Поведение со временем вектор функции 
[image: image176.wmf])

(

t

z

 описывается линейной системой:
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где матрица А состоит из производных правых частей нелинейной системы, которые берутся на решении 
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Уравнение (2.6.51) является уравнением в вариациях, с которым мы уже встречались при изучении периодических решений. 
Для линейной системы (2.6.51) с произвольной матрицей A(t) характеристические показатели решений вводят следующим образом:




[image: image180.wmf]N

i

t

z

i

t

i

,...,

1

,

||

||

ln

lim

=

=

¥

®

l

,                                            (2.6.53)

где 
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 i-e фундаментальное решение системы (2.6.51), 
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 норма. В силу определения характеристические показатели действительны, а так как матрица A(t) ограничена, то и конечны. Для системы в вариациях, описывающей эволюцию возмущений 
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 вблизи частного решения 
[image: image184.wmf])

(

~

t

y

 нелинейной системы, совокупность 
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, называют ляпуновскими характеристическими показателями частного решения (или фазовой траектории) системы. Упорядоченная по убыванию совокупность чисел 
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 образует так называемый спектр ляпуновских характеристических показателей (спектр ЛХП) фазовой траектории 
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. Первый, наибольший показатель 
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 называют старшим показателем спектра ЛХП решения. В случае равенства 
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 старших показателей будет k штук.
Проведенные исследования показали, что в общем случае спектр ЛХП зависит от выбора начальной точки на странном аттракторе. Однако, при некоторых ограничениях, которым удовлетворяют многие диссипативные системы, показатели Ляпунова инвариантны относительно почти всех начальных точек в окрестности странного аттрактора. В этом случае спектр показателей Ляпунова можно считать свойством аттрактора.
Спектр ЛХП является одной из важнейших характеристик решения нелинейной системы, определяющей, ее устойчивость и тип аттрактора. Спектр ЛХП часто записывают в виде вектора, составленного из знаков показателей, например (+,0,-,-…-). Такая запись называется сигнатурой спектра. Положительные показатели Ляпунова служат мерой среднего экспоненциального расхождения траекторий, а отрицательные – мерой средней сходимости траекторий к аттрактору вдоль направлений, определяемых векторами 
[image: image190.wmf]i
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. Понятно, что если имеется хотя бы один положительный характеристический показатель, то решение неустойчиво по Ляпунову. 

Отметим, что у аттракторов, отличных от устойчивых стационарных точек, всегда имеется, по крайней мере, один нулевой показатель Ляпунова, означающий нейтральную устойчивость. Действительно, любой аттрактор занимает некоторую ограниченную область в фазовом пространстве диссипативной системы, фазовый объем, которой равен нулю. Значит, в среднем траектории не могут ни разбегаться особенно далеко, ни сходится. 
Показатели Ляпунова имеют совершенно определенный геометрический смысл. Как уже было сказано, старший показатель Ляпунова 
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 характеризует изменение расстояния (2.6.49) между двумя близкими точками: 
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 описывает изменение площади 
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 малого треугольника, образованного тремя близкими точками: 
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. Изменение объема малого к-мерного параллелепипеда характеризуется суммой первых к показателей 
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. И, наконец, изменение фазового объема системы 
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го порядка описывается суммой всех ее показателей Ляпунова 
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. Действительно, фазовый объем системы равен определителю матрицы А линейной системы (2.5.51), и изменяется во времени по формуле Лиувилля (см. 2.4.49):
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где 
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 след матрицы А. Для автономной динамической системы сумма характеристических показателей спектра ее решений не меньше верхнего предела от среднего значения следа матрицы:
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Знак равенства справедлив для правильных по Ляпунову систем.

Локально вблизи частного решения фазовый объем системы во времени изменяется в соответствии с выражением
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где чертой обозначено усреднение по времени.

Для диссипативных систем сумма показателей спектра ЛХП отрицательна, и предельный объем аттрактора в фазовом пространстве нулевой.

Для предельного цикла, аттрактором которого является замкнутая кривая в фазовом пространстве системы, старший показатель спектра ЛХП нулевой, все другие отрицательны. Равенство нулю старшего показателя спектра ЛХП устойчивого периодического решения впервые доказано А.А. Андроновым. 
Режим странного аттрактора реализуется только в диссипативных системах и характеризуется наличием в спектре ЛХП положительных показателей. В этом случае аттрактор локализуется в конечной области фазового пространства и представляет собой сложную фрактальную структуру. 
Если сумма показателей спектра ЛХП равна нулю, то фазовый объем системы во времени не изменяется — система консервативна и аттракторов не содержит. В случае положительной дивергенции векторного поля 
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 фазовый объем во времени нарастает. С физической точки зрения такой режим не реален. Однако рост фазового объема может наблюдаться на конечном интервале времени, что свидетельствует о переходном процессе релаксации к новому установившемуся режиму.
Рассмотрим возможные типы аттракторов в трехмерном фазовом пространстве нелинейной диссипативной системы и их связь с показателями Ляпунова. Существует четыре типа аттракторов ( устойчивые стационарные точки, устойчивые предельные циклы, устойчивые двумерные торы и странные аттракторы:
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 устойчивая неподвижная точка;
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 устойчивый предельный цикл;
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 устойчивый двумерный тор;
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 странный аттрактор.

Таким образом, имеется цепочка усложняющихся аттракторов: стационар — фазовая точка неподвижна во времени; предельный цикл — фазовая траектория возвращается в любую точку аттрактора строго через период; двумерный тор (квазипериодическое колебание) — периода нет, но есть регулярная возвращаемость фазовой траектории в заданную окрестность начального состояния; и, наконец, странный аттрактор — есть возвращаемость фазовой траектории, однако, она нерегулярна во времени и носит характер случайной последовательности. 
4. Сценарий Фейгенбаума перехода к хаосу в одной модели экономических циклов. 

Система Лоренца, как было сказано выше, обладает симметрией, и поэтому в ней встречаются нетипичные бифуркации и весьма специфический сценарий перехода к хаосу. Для невырожденных систем общего вида, и не обладающих свойствами симметрии, по-видимому, самым распространенным сценарием перехода к хаосу является сценарий Фейгенбаума. 

В качестве иллюстрации рассмотрим нелинейную автономную систему третьего порядка, описывающую периодические процессы слияния и поглощения предприятий. Она основывается на известной модели из биологии, описывающей взаимоотношение двух типов хищников и жертвы, причем один из хищников питается только жертвой, а другой хищник питается как жертвой, так и первым хищником. Биологическая система не имеет предельных циклов. Однако, небольшая, но существенная модификация, делает эту систему диссипативной и приводит при определенных значениях параметров к появлению предельных циклов и странного аттрактора. Эта система имеет вид:
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где х, у, z – фазовые переменные (
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 параметры модели. Первое уравнение в системе (2.6.56) описывает прирост и расход ресурсов х (в стоимостном выражении), потребляемых компаниями; второе и третье уравнения описывают изменения основного капитала у поглощаемых компаний и z − компаний, которые поглощают первые. Параметры a, b, c пропорциональны темпам изменения капитала соответствующих экономических агентов в отсутствии взаимодействия между ними. Коэффициенты α, β, γ описывают параметры взаимодействия экономических агентов между собой. В уравнениях (2.6.56) предполагается наличие стационарных значений переменных 
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 в отсутствии взаимодействия агентов друг с другом. Система (2.6.56) рассматривалась при следующем наборе параметров:
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Параметр с в данной модели является активным параметром, в зависимости от его значения изучается динамическое поведение системы. Несмотря на относительную простоту система (2.6.56) описывает сложную динамику, включая равновесные режимы, автоколебания, а также детерминированный хаос.

Исследование системы (2.6.56) начнем с изучения ее стационарных состояний, в которых все три компоненты отличны от нуля. Они являются решениями следующей нелинейной алгебраической системы: 
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Система (2.6.58) в случае 
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 приводится к квадратному уравнению, относительно переменной 
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Стационарные значения  х и у связаны с 
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 соотношениями:
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Уравнение (2.6.59) имеет два корня:
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а система (2.6.58) – соответственно два стационара: 
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, которые находятся по формулам (2.6.61) и (2.6.60). Проведенные исследования показали, что стационарная точка p1 в рассматриваемом диапазоне изменения параметра  с от 0 до 20 не имеет физического смысла, так как содержит одну или более отрицательных координат. Стационарная точка p2 имеет все три положительные координаты при с(10.514. Исследуем ее на устойчивость. Для этого выпишем матрицу Якоби А на стационаре p2 и найдем ее собственные значения.
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Исследования показали, что матрица А имеет одно отрицательное собственное значение и пару комплексно-сопряженных собственных значений ((1((, (2,3=((i(). График зависимости собственных значений от параметра с представлен на рис. 2.6.17. 
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Рис. 2.6.17  Зависимость 
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Из рисунка видно, что при с=[10.588,12.114) действительная часть СЗ отрицательная (
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. Таким образом точка р2 является устойчивым фокусом в диапазоне [10.588,12.114), а при 
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 она теряет устойчивость, становясь неустойчивым фокусом. Значение с* является бифуркационным значением параметра, и имеет необходимые условия бифуркации рождения цикла (бифуркации Андронова-Хопфа). Достаточным условием является наличие отрицательного ляпуновского показателя. Исследования показали, что действительно в этой точке происходит сверхкритическая бифуркация Андронова-Хопфа, приводящая к рождению устойчивого предельного цикла 
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. При увеличении параметра с размер цикла увеличивается. На рис. 2.6.18 а показан вид цикла 
[image: image235.wmf]1

S

 в фазовом пространстве системы для значения с=15.

Цикл 
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 является единственным аттрактором системы (2.6.56) на некотором интервале значений параметра с: 
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 этот цикл, продолжая существовать, теряет свою устойчивость. В точке бифуркации 
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 рождается цикл удвоенного периода 
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, который в фазовом пространстве системы делает два оборота. При этом один из мультипликаторов цикла 
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 становится равным -1: 
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. Эта бифуркация называется бифуркацией удвоения периода цикла. Появившийся цикл 
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). Его вид представлен на рис. 2.6.18 б для значения с=16. 
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Рис. 2.6.18  Фазовые портреты системы (2.6.49) при разных значениях параметра с. 
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При дальнейшем увеличении параметра амплитуда цикла 
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 растет, и он в свою очередь теряет устойчивость при некотором значении 
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 в результате бифуркации удвоения периода. При этом рождается цикл удвоенного периода 
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, который делает четыре оборота в фазовом пространстве. Его вид представлен на рис. 2.6.18в для значения с=16.25. Из цикла 
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 в результате аналогичной бифуркации появляется цикл 
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 (см. рис. 2.6.18г) и т.д. 

Исследования показали, что при дальнейшем изменении параметра наблюдается бесконечный каскад следующих друг за другом бифуркаций удвоения периода цикла, в результате которого цикл 
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, продолжая существовать, теряет свою устойчивость, и появляется устойчивый цикл удвоенного периода 
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. При этом расстояние между точками бифуркации 
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 сокращается, так что последовательность 
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Каскад бифуркаций удвоения периода цикла приводит к рождению странного аттрактора (аттрактора Фейгенбаума), образованного бесконечным числом неустойчивых (седловых) циклов 
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., и гомоклинических траекторий, получившихся в результате пересечений устойчивых и неустойчивых многообразий, среди которых «кружится» траектория. 

При 
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 в рассматриваемой системе для большинства значений параметра с наблюдается хаос. Форма странного аттрактора для двух значений с представлена на рис. 2.6.18 д и е, а вид соответствующих колебаний показан на рис. 2.6.19. 
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Рис. 2.6.19 Хаотические колебания в модели (2.6.46), 
[image: image272.wmf]c

= 18.3. 

Сценарий перехода к хаосу в системе ОДУ аналогичен описанному выше сценарию Фейгенбаума, приводящего к хаосу в одномерных отображениях. В системе ОДУ он также называется сценарием Фейгенбаума перехода к хаосу. 
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Рис. 2.6.19 Бифуркационные диаграммы, показывающие максимумы и минимумы функций 
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 в установившихся режимах в зависимости от значения с.

Так же, как и для одномерных отображений, для наглядности строят бифуркационные диаграммы, показывающие зависимость от параметра определенных значений фазовых переменных. На рис. 2.6.19 представлена бифуркационная диаграмма системы (2.6.56). На ней показаны все локальные максимумы и минимумы фазовых переменных х, у, z в установившихся режимах при разных значениях параметра. Так устойчивому стационару соответствует одна точка на графике, циклу 
[image: image277.wmf]1

S

 ( две точки (максимум и минимум), циклу 
[image: image278.wmf]4
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 ( четыре точки и т.д., хаосу – много точек, заполняющих на графике некоторые интервалы по вертикали. Мы видим, что бифуркационная диаграмма очень похожа на бифуркационную диаграмму для одномерных отображений. В области хаоса встречаются также окна периодичности. Хорошо видно широкое окно, в котором существует устойчивый цикл с периодом 3. На рис. 2.6.20 представлен фрагмент бифуркационной диаграммы в увеличенном масштабе в окрестности окна периодичности с циклом 3.

Мы видим, что выход из окна периодичности происходит по сценарию Фейгенбаума, и фрагмент диаграммы аналогичен всей диаграмме. Бифуркационные диаграммы обладают свойством масштабной инвариантности и имеют фрактальную структуру.

[image: image279.png]17 17.2 ‘17.4 ' 17.6‘ 17.8 18




Рис. 2.6.20 Фрагмент бифуркационной диаграммы для функции 
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 в увеличенном масштабе.


Теория хаоса в настоящее время интенсивно развивается. Принципиально новые результаты недавно получены Н.А. Магницким. Магницкий разработал новую теорию динамического и пространственно-временного хаоса в нелинейных системах дифференциальных уравнений, которую он назвал универсальной. Универсальность теории заключается в том, что во всех нелинейных системах: автономных и неавтономных системах ОДУ, системах ОДУ с запаздывающим аргументом, в системах с частными производными и т.п., а также в неинтегрируемых гамильтоновых системах хаос возникает по одному и тому же сценарию. 


Магницкий показывает, что существует единственный тип нерегулярных аттракторов – сингулярные аттракторы, природа которых полностью объясняется в терминах решений дифференциальных уравнений. Магницкий показывает, что сингулярные аттракторы порождаются каскадами бифуркаций сингулярных циклов или торов, при этом особые точки в системе могут вообще отсутствовать. (В системе третьего порядка цикл 
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 из некоторого интервала 
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, называется сингулярным, если он имеет один нулевой и два комплексных показателя Флоке с одинаковыми мнимыми и различными вещественными частями.)

В соответствие с теорией Магницкого не свойство гиперболичности, как считается в классической теории, а сдвиг фазы является причиной хаотической динамики на сингулярном аттракторе. 

Магницкий показывает существование единого универсального сценария Фейгенбаума-Шарковского-Магницкого (ФШМ) перехода к хаосу и рождения сингулярных аттракторов в нелинейных диссипативных системах ДУ. Переход к хаосу начинается каскадом бифуркаций удвоения периода цикла Фейгенбаума, затем следует субгармонический каскад бифуркаций Шарковского, за которым следует полный или неполный гомоклинический каскад бифуркаций Магницкого. 

ФМШ-теория в частности описывает нерегулярную динамику всех классических трехмерных хаотических систем ОДУ, таких как гидродинамическая система Лоренца, химическая система Ресслера, электрохимическая система Чуа и др. 
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