П.2. Динамика популяций: модель «хищник-жертва».  

Здесь мы рассмотрим одну из самых первых и известных моделей динамики популяций «хищник-жертва», описывающую нелинейные колебания в консервативной системе.

В предыдущем параграфе мы обсуждали модель сосуществования двух разных популяций, взаимодействие между которыми состоит в конкуренции за общие пищевые и другие естественные ресурсы. В этом разделе мы исследуем ситуацию, когда животные одного из видов (хищники) поедают животных другого вида (жертвы), в то время как сами жертвы имеют свой источник питания. Например, система лисы ( кролики, обитающие в одном лесу. Лисы поедают кроликов, кролики питаются растительной пищей. Или, система окуни ( красноперки, живущие в одном озере, система божьи коровки – тля. Подчеркнем, что в нашей модели фигурируют лишь два вида, и, конечно, в ней не учитываются все сложные взаимодействия между видами, существующие в природе. Тем не менее, изучение простых моделей является первым шагом на пути к пониманию более сложных явлений.


Обозначим через х и у численности популяций жертв и хищников соответственно, в момент времени t. Для составления модели сделаем следующие предположения:

1. В отсутствии хищников скорость роста популяции жертв пропорциональна численности популяции в текущий момент времени (идеальные условия),  то есть:         dx/dt = ax,         a > 0   при y = 0.

2. В отсутствии жертв хищники вымирают, и  dy/dt = – cy,  c >0  при x=0.

3. Количество столкновений между хищниками и жертвами пропорционально произведению численностей хищников и жертв. Каждое такое столкновение приводит к ускорению роста популяции хищников и к замедлению роста популяции жертв. Скорость роста численности хищников увеличивается на величину  (ху, а скорость роста численности жертв уменьшается на величину   (ху,  где
(    и    (   –  положительные константы.

Сделанные предположения приводят к следующей системе уравнений:

dx/dt = ax – (ху = x(a – (у),                                             (10.1a)

dy/dt = –cy + (ху = y(–c + (х).                                         (10.1b)

Константы а, с, ( и ( положительны, а и с – показатели скоростей роста и вымирания популяций жертв и хищников соответственно, а ( и ( - меры эффекта взаимодействия между видами. Уравнения (10.1) известны как уравнения Вольтерра–Лотка. Они были предложены американским биофизиком (украинского происхождения) Альфредом Лотка (1880-1945) в 1925 году, и итальянским математиком Вито Вольтерра (1860-1940) в 1926 году. Несмотря на крайнюю простоту, эти уравнения описывают целый ряд задач. Уравнения Вольтерра –Лотка представляют собой одну из самых известных моделей динамики взаимодействующих популяций, на которой впервые была показана возможность колебаний численностей биологических сообществ. 

Нашей целью является определение качественного поведения решений системы (10.1) для произвольных положительных начальных значений  х и  у, то есть построение ее фазового портрета. Начнем с исследования стационарных решений, или положений равновесия. Система (10.1) имеет две неподвижные точки:   (0,0)   и    (с/(, а/(),   которые легко найти, приравняв нулю правые части системы. Определим тип и устойчивость точек, линеаризовав систему (10.1) в окрестности каждой из них. В окрестности (0,0) линейная система имеет вид:
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Ее собственные значения  (1,2 действительные и разных знаков, а собственные векторы (1,2  лежат на осях и соответственно равны:

(1 = a,     
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Таким образом, начало координат является неустойчивой точкой – седлом. Единственной фазовой траекторией, входящей в седло (сепаратрисой), является положительная полуось Оу; все остальные траектории удаляются от точки (0,0) в ее окрестности. 


Теперь рассмотрим стационарную точку (с/(, а/(). Введем новые переменные:   u   и   v:

x = (с/() + u,     y = (а/() + v, 

и линеаризуем систему (10.1) в окрестности этой точки. Получим линейную систему
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Собственные значения системы (10.4) 
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  – чисто мнимые, а значит, стационарная точка является центром, и, следовательно, теорема о линеаризации не дает возможности определить характер этой точки для исходной нелинейной системы. Вернемся к нелинейной системе (10.1). Она имеет первый интеграл. Чтобы найти его, умножим первое уравнение на   (, а второе – на  (    и результаты сложим. Получим:




(dx/dt + ( dy/dt = (ax – (су.                                              (10.5)

Теперь разделим первое уравнение на  х  и умножим на  с,  а  второе уравнение разделим на   y и умножим на а. Результаты снова сложим:




(с/х)dx/dt + (а/y)dy/dt = – (су + (ax.                                 (10.6)

Замет, что правые части в уравнениях (10.5) и (10.6) одинаковые, следовательно, равны и левые:




(dx/dt + ( dy/dt = (с/х)dx/dt + (а/y)dy/dt.                           (10.7)

Интегрируя (10.7) получим:




( x + ( y = с ln x + а ln y + ln C,                                        (10.8)

где ln C – произвольная постоянная интегрирования. Отсюда




e( xx-c = Ce-( yya,       C ( 0,

и первый интеграл имеет вид:




G(x,y) = e-( xxc e-( yya = g(x)h(y).                                         (10.9)

Таким образом, система (10.1) является консервативной. Рассмотрим функцию   g(x) = e-(xxc  при   x ( 0. Функция  g(x)  обладает следующими свойствами:
  g(x) ( 0,   g(0) = 0,    g(x) ( 0   при   x ((  и функция g(x)   имеет максимум в некоторой точке. Для определения точки максимума продифференцируем   функцию  g(x)  по   х   и приравняем производную нулю:




e-(xxc-1 (– (х + с) = 0,   отсюда    х = с/(.  

Аналогичными свойствами обладает функция   h(y) = e-( yya;   она имеет единственный максимум в точке   y = а/(. На рис. 10. 2 изображены типичные графики функций   g(x)   и   h(y).
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Рис. 10.2


Таким образом, функция   G(x,y)   (10.10)   принимает свое максимальное значение в точке    (x,y) = (с/(, а/(), то есть в стационарной точке системы (10.1). Поскольку функция  G(x,y)  обладает достаточной гладкостью, ее линии уровня являются замкнутыми кривыми, окружающими особую точку  (с/(, а/(). Траектории системы (10.1) совпадают с линиями уровня функции G(x,y), так как они замкнуты и не содержат стационарных точек. Следовательно, точка равновесия   (с/(, а/()   является центром и в нелинейной системе. 


Функции g(x)  и  h(y) не симметричны относительно своих максимальных значений и, следовательно, замкнутые траектории не являются эллипсами, в отличие от линейной системы. Обе функции имеют крутой подъем и относительно пологий спуск (см. рис. 10. 2), а это значит характерная форма траекторий вдали от особой точки – яйцеобразная. На рис. 10. 3 представлен фазовый портрет системы уравнений Вольтерра-Лотка при   а = 1, с = 0.75, ( = 0.5  и ( = 0.25, а на рис. 10. 4 изображены колебания численностей хищников и жертв, посчитанных на компьютере с помощью численных методов решения системы (10.1). 
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Рис. 10. 3


Малые колебания численности популяций хищников и жертв можно проанализировать более строго, используя линеаризованную систему (10.4). Запишем решение системы (10.4) в следующем виде:
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где K и ( - константы, определяющие амплитуду и фазу колебаний из начальных условий. Таким образом,
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Рис. 10. 4

Зависимости (10.11) дают хорошую аппроксимацию для почти эллиптических траекторий системы (10.1) вблизи стационарной точки (с/(, а/().
Использую их, мы можем сделать несколько заключений о характере колебаний численности хищников и жертв на этих траекториях:

1. Численности популяций хищников и жертв колеблются синусоидально с периодом 
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 Период колебаний не зависит от начальных условий.

2. Численность популяции хищников отстает по фазе от численности популяции жертв на четверть периода.

3. Амплитуды колебаний равны Kc/( для хищников, и 
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 для жертв. Они зависят как от начальных условий, так и от параметров задачи.

4. Средние (на одном цикле) значения численностей хищников и жертв равны  c/( и  а/(  соответственно. Можно доказать, что они равны численностям популяций в состоянии равновесия. 

Колебания численностей хищников и жертв действительно наблюдаются в природе. Один очень яркий пример был описан Одумом. Изучив записи пушной Компании Гудзонова залива периода с 1835 по 1945 г.г., он обнаружил заметные колебания численностей рысей и зайцев (они оценивались по количеству сданных шкурок) с периодом 9 – 10 лет. За пиками численностей следовали резкие спады, причем максимумы численности рысей следовали за максимумами численности зайцев через год или более. 


Форма этих экспериментальных кривых значительно менее правильная, чем теоретическая, задаваемая уравнением (10.1). Однако в данном случае достаточно того, что модель обеспечивает совпадение наиболее существенных характеристик экспериментальных и теоретических кривых, таких как величин амплитуды и сдвига фаз между колебаниями численностей хищников и жертв. Гораздо более серьезным недостатком модели Вольтерра является зависимость амплитуды колебаний от начальных данных, что является следствием консервативности системы (10.1). В приложении к реальным условиям это означает неустойчивость колебаний. Действительно, посмотрим еще раз на фазовый портрет системы на рис. 10. 3. Пусть изображающая точка движется по какой-либо замкнутой траектории системы. Предположим, что за счет каких-либо неучтенных случайных внешних воздействий, количество хищников изменилось на несколько штук (погибли, прибежали, убежали и т.д.), тогда изображающая точка скачком перейдет на другую орбиту и колебания будут происходить с другой амплитудой. Это и означает, что колебания в системе неустойчивы: они навсегда изменяют свои характеристики при внешнем воздействии. Естественно, что в природных условиях животные подвергаются бесчисленному количеству таких случайных воздействий, в то время как следует из экспериментальных данных, амплитуда колебаний изменяется незначительно. Интуитивно ясно, что период, форма и амплитуда колебаний должны определяться только внутренними параметрами, характеризующими данное сообщество «хищник – жертва» и свойства ареала обитания (в модели (10.1) это константы а, с, ( и () и не зависеть от начальных данных и случайных внешних воздействий. Таковыми являются автоколебания, которые возникают в диссипативных системах и будут подробно изучены в следующей главе.
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