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П.8. Динамика популяций: конкурирующие виды. Здесь мы применим анализ фазовой плоскости и покажем, как работают методы качественной теории на конкретных задачах из динамики популяций. В § 3 мы исследовали некоторые модели поведения отдельно взятой популяции, не учитывая связи этой популяции с другими видами. Теперь мы рассмотрим два взаимодействующих вида, живущих на одной территории. Две популяции могут взаимодействовать между собой множеством различных способов, и последствия этого для двух видов также могут быть самыми различными. Несмотря на то, что обсуждаемые нами уравнения чрезвычайно просты по сравнению с очень сложными поведением популяций в природе, основные экологические принципы в них четко проявляются.


Предположим, что в некоторой замкнутой среде с ограниченными пищевыми ресурсами обитают два схожих вида. Например, в пруду водятся два вида рыб, которые не поедают друг друга, но конкурируют друг с другом на предмет пищевых ресурсов. Обозначим через   х и у  численности популяций двух видов в момент времени t, и предположим, что они для каждого из видов в отсутствии другого подчиняется логистическому уравнению. То есть:

dx/dt = x((1 ( (1x),                                                               (8.1)

dy/dt = y((2 ( (2y),                                                               (8.1')

где (1 и (2 – показатели скорости роста популяций в идеальных условиях, а 
(1/(1 и (2/(2 – уровни насыщения, соответствующие максимальным численностям популяций, возможным в данных условиях. Напомним, что квадратичные члены (1x2, (2y2  в уравнениях (8.1) описывают уменьшение численности популяции за счет внутривидовой конкуренции (см. § 3). Для учета межвидовой конкуренции в каждом из уравнений введем по аналогии член, пропорциональный количеству встреч между особями разных видов:  ~ (iух,  которым приходится сталкиваться в борьбе за место обитания, пищу и т.д. В результате, придем к системе уравнений:

dx/dt = x((1 ( (1x ( (1у),                                                     (8.2)

dy/dt = y((2 ( (2y ( (2х).                                                     (8.2')

Значения положительных констант (1, (1, (1, (2, (2, (2 зависят от конкретных видов и определяются из наблюдения. Мы будем интересоваться решениями системы (8.2), в которой  х  и  у  неотрицательны. 


Исследуем свойства системы (8.2). В первую очередь, приравнивая правые части уравнений (8.2) к нулю, найдем положения равновесия, описывающие стационарные численности популяций. Их всего четыре. Три из них соответствуют ситуации, когда в результате конкурентной борьбы, по крайней мере, один из видов вымирает. Первое решение тривиальное:




х1 = 0,          y1 = 0.                                                                (8.3)

Второе решение соответствует нулевой численности первого вида:




х2 = 0,          y2 = (2/(2,                                                          (8.4)

третье решение соответствует нулевой численности второго вида:




х3 = (1/(1,    y3 = 0.                                                                (8.5)

Наконец, четвертое стационарное решение находится из системы двух линейных алгебраических уравнений:

(1 ( (1x ( (1у = 0,                                                                (8.6)

(2 ( (2y ( (2х = 0.                                                                (8.6')

Если существует положительное решение этой системы, то оно соответствует длительному сосуществованию двух видов, численности которых поддерживаются на уровнях:
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Исследуем теперь фазовый портрет системы (8.2) в зависимости от значений параметров. Нас будет интересовать I квадрант фазовой плоскости. Начнем с определения типа и устойчивости стационарных точек. Линеаризуем систему (8.2) в окрестности каждой из точек и обозначим через Ji, рi и (i, 
i=1,…,4 соответственно, матрицу Якоби, ее след и определитель в i –ой точке равновесия. Получим:
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,        p2 = ((2 ( (1((2/(2 ( (1/(1),  

                                                                                    (2 = (2(1((2/(2 ( (1/(1);        (8.9)
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                                                                                    (3 = (1(2((1/(1 ( (2/(2);     (8.10)
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Выражение (8.11) определяет вид матрицы линеаризации на любом стационарном решении (X, Y)  системы (8.2). Учтем выполнение на стационаре (8.7) равенств (8.6) и упростим выражение (8.11) для матрицы Якоби. Получим, 
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,      p4 = (((1х4 + (2y4),

   (4 = ( х4y4,    где          (  = (1(2 ( (1(2.            (8.12)

Первые три стационарные точки существуют при любых допустимых значениях параметров (1, (1, (1, (2, (2, (2. Почти при всех значениях параметров все 4 неподвижные точки простые, а, следовательно, по теореме о линеаризации их вид определяется собственными значениями   (i1,2   соответствующей матрицы  Ji, или ее следом  рi и определителем (i (см. таблицу). 

Первая неподвижная точка, совпадающая с началом координат, (0, 0) ( неустойчивый узел при любых значениях параметров  ((11 = (1,  (12 = (2;   собственные векторы направлены вдоль осей координат). 

Вторая стационарная точка принадлежит оси ординат  (0, (2/(2)  и является устойчивым узлом, если 




(1/(2 ( (1/(2                                                                        (8.14)

(тогда   p2 ( 0,   (2.(0,    (21 = (1 ( (1(2/(2,    (22 = ( (2)     и седлом   ((2.( 0),   если




(1/(2 ( (1/(2.                                                                       (8.15)

Третья точка   ((1/(1, 0)  лежит на оси абсцисс и является устойчивым узлом, если 




(2/(1( (2/(1                                                                         (8.16)

(тогда   p3 ( 0,    (3 ( 0,   (31 = ( (1,   (32 = (2 ( (2(1/(1)   и  седлом   ((3.( 0),   если




(2/(1( (2/(1.                                                                        (8.17)

Четвертая стационарная точка, как следует из (8.7) и (8.12), (8.13)  расположена в I квадранте  (x4 ( 0, y4 ( 0)  и является устойчивым узлом   (p4 ( 0,  (4 ( 0 и 
p42 - 4(4 ( 0), если:



(1/(2 ( (1/(2        (тогда   x4 ( 0  и   (  = (1(2 ( (1(2( 0),            (8.18)

(2/(1 ( (2/(1        (тогда   y4 ( 0  и  ( = (1(2 ( (1(2 ( 0),             (8.19)

и седлом   ((4.( 0), если выполняются противоположные неравенства:



(1/(2 ( (1/(2      (тогда   x4 ( 0   и   (  = (1(2 ( (1(2 ( 0),             (8.20)

(2/(1 ( (2/(1      (тогда   y4 ( 0   и    ( = (1(2 ( (1(2 ( 0).            (8.21)

Заметим, что выполнение неравенств (8.18) и (8.19), обеспечивающих существование и устойчивость 4-ой стационарной точки, одновременно означает неустойчивость второй и третьей стационарных решений (см. неравенства (8.15) и (8.17)). И, наоборот, когда 4-ая точка становится седлом, оставаясь в I квадранте, вторая и третья стационарные точки приобретают устойчивость (см. (8.20) и (8.14), (8.21) и (8.16)). Таким образом, устойчивое сосуществование двух видов возможно лишь при выполнении неравенств (8.18) и (8.19); при этом первые три стационарные точки существуют, но неустойчивы. Нарисуем теперь характерные фазовые портреты системы для разных случаев. Стационарные решения находятся на фазовой плоскости в точках пересечения нульклин, или главных изоклин исследуемой системы (8.2), на которых векторное поле, либо вертикально (dy/dх = (, при dx/dt = 0),  на другой ( горизонтально (dy/dх = 0 при  dy/dt = 0). Первое стационарное решение совпадает с началом координат, второе и третье, как отмечалось, принадлежат осям координат; четвертое стационарное решение лежит в точке пересечения прямых (8.6) и (8.6(). Возможно четыре случая взаимного расположения прямых (8.6) и (8.6(), показанных на рис. 1 (а)((d). Они могут пересекаться в первом квадранте (случаи (с) и (d)), а могут и не пересекаться (случаи (а) и (б)). Таким образом, сосуществование обоих видов возможно лишь в случаях (с) и (d). 


Теперь соотнесем этот результат с неравенствами (8.18) – (8.21). На рис. 1 (с) имеет место следующая ситуация:
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  (или  (2(1 > (1(2).            
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Рис. 1
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Рис. 2

То есть выполняются соотношения  (8.20) и (8.21); в этом случае четвертая критическая точка является седлом. На рис. 1 (d) имеет место обратная ситуация:
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то есть справедливы неравенства (8.18) и (8.19) и стационарное решение (x4, y4) ( устойчиво. На рис. 2 изображен фазовый портрет системы (8.2) характерный для этого случая. Если же выполняются неравенства (8.20) и (8.21), то устойчивыми являются вторая и третья стационарные точки, а четвертая существует, но имеет тип седла. В этом случае может выжить лишь один из видов, а какой определяется стартовыми условиями, то есть начальным положением на фазовой плоскости. Границу, разделяющую области притяжения второй и третьей стационарной точки на фазовой плоскости, образуют устойчивые сепаратрисы седла (x4, y4). Траектории, находящиеся выше этой границе притягиваются при t ( +( к точке  (0, (2/(2),   а траектории, находящиеся ниже – к точке  ((1/(1, 0).  Таким образом, в зависимости от начального соотношения численностей популяций, выживает тот или иной вид, а другой при этом вымирает. Фазовый портрет системы для этого случая представлен на рис. 3, для некоторого набора параметров.
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Рис. 3


Итак, модель (8.2) предсказывает устойчивое сосуществование двух видов лишь при условии справедливости соотношения между коэффициентами:

(  = (1(2 ( (1(2( 0.                                                           (8.22)

В остальных случаях выживает лишь один из видов. Данные наблюдений свидетельствуют, что некоторые пары видов в одних местообитаниях встречаются совместно, а в других только по отдельности. Те места обитания, в которых виды проживают совместно, явно более благоприятны. Простейшее толкование такого рода наблюдений в рамках изложенной модели заключается в следующем. Параметры (i являются мерой ингибиторного эффекта, оказываемого популяцией на саму себя, а параметры (i - мерой ингибиторного эффекта, оказываемого одной популяцией на другую. В благоприятных условиях межпопуляционное взаимодействие играет меньшую роль, чем явление самоограничения роста каждого из видов. Это ведет к выполнению неравенства (8.22) и, следовательно, к устойчивому сосуществованию двух видов. В суровых же условиях «все силы уходят на борьбу с соперником» 
((1 и (2 малы по сравнению с (1 и (2), и тогда выживает сильнейший. 


Параметрический портрет. Целью любого качественного исследования в конечном итоге является построение параметрического портрета модели, то есть разбиения пространства параметров на области с качественно различным поведением модели. Качественное поведение модели (8.2) определяется типом и относительным расположением стационарных точек на фазовой плоскости, к которым траектории стремятся при t ( +(,   либо при   t ( -(. Проведенные исследования уже позволяют построить параметрический портрет системы. В уравнениях (8.2) содержится шесть коэффициентов. Однако, как следует из неравенств (8.18) – (8.22), поведение модели зависит лишь от четырех отношений между параметрами:  (1/(2,  (2/(1 и  (2/(1,  (1/(2. Из них основными являются первые два. Таким образом, выберем плоскость параметров   (1/(2,   (2/(1 и проведем линии, разделяющие на области с различным динамическим поведением. Нас будет интересовать I-й квадрант. Как следует из неравенств (8.18) – (8.21)  этих линий всего три:




l0:      (1(2/(2(1 = 1,                                                           (8.23)




l1:      (1/(2 = (1/(2,                                                             (8.24)




l2:      (2/(1 = (2/(1.                                                             (8.25)

Первая линия – это гипербола, вторая – прямая параллельная оси ординат, а третья – прямая параллельная оси абсцисс. При пересечении этих линий меняется тип и устойчивость стационарных решений, то есть это линии бифуркаций. Они разбивают плоскость параметров на четыре основные области (см. фазовую диаграмму на рис. 4):

I    область:     (1/(2 ( (1/(2,   (2/(1 ( (2/(1,    –   сосуществование

II   область:    (1/(2 ( (1/(2,   (2/(1 ( (2/(1,     –  бистабильность

III  область:    (1/(2 ( (1/(2,   (2/(1 ( (2/(1,     –   выживает первый вид

IV  область:    (1/(2 ( (1/(2,   (2/(1 ( (2/(1,     –   выживает второй вид.

В первой области устойчиво только четвертое состояние равновесия. Во второй области устойчивы второе и третье состояния равновесия, имеющие тип узла, а четвертое существует, но неустойчиво (седло). Такие системы называются бистабильными. Бистабильные системы имеют широкое применение в технике. На их основе построено много различных приборов, которые могут «переключать» систему из одного устойчивого состояния в другое (например, триод в радиотехнике). В третьей области устойчиво только третье состояние равновесия, а в четвертой – только второе. Четвертая стационарная точка в этих областях не имеет биологической интерпретации, поскольку одна из ее координат отрицательна. 


Исследуем теперь границы областей, каким бифуркациям они соответствуют.  На линии l1 обращается в ноль определитель ((2 = 0), и второе стационарное решение   (0, (2/(2)   при пересечении этой линии меняет свою устойчивость. Кроме того, прямая подстановка равенства (8.24) в выражение для четвертого стационарного решения (8.7) показывает, что на линии l1 точка (x4, y4)  сливается со второй точкой (0, (2/(2) и определитель (4 так же обращается в ноль и стационарная точка (x4, y4) меняет свою устойчивость. Причем, если точка (x4, y4) становится седлом при входе в область II, то точка (0, (2/(2) становится устойчивым узлом. Таким образом, линия l1 является линией бифуркации “обмен устойчивостью”. Линия l2 (8.25) также является линией бифуркации “обмен устойчивостью”. Здесь пересекаются и “обмениваются” устойчивостью третья стационарная точка ((1/(1, 0) и четвертая. Линия  l0  (8.23)  отвечает бифуркациям четвертого стационарного решения. На ней определитель (4 обращается в бесконечность, и сама точка уходит на бесконечность. При переходе через эту границу меняется тип и устойчивость четвертой точки, однако, это не влияет на фазовый портрет модели, поскольку в этом случае четвертая точка находится вне первого квадранта. В точке бифуркации С   ((1 = (2(1/(2,   (2 = (1(2/(1)  пересекаются все три бифуркационные линии. Она соответствует вырожденному случаю, при котором исходная модель (8.2) имеет бесконечно много стационарных состояний, которые кроме точки  (0, 0) не являются изолированными. Все они лежат на прямой (8.6) (прямые (8.6) и (8.6() совпадают в этом случае):




(1(2 ( (1(2x ( (1(2у = 0.

Отсюда на стационарном решении




y = (2/(2 (1 – (1/(1 x),

в частности,   y = (2/(2   при   х = 0   и   y = 0    при   x = (1/(1. 

В заключение этого раздела для полноты рассмотрения приведем результаты однопараметрического исследования. Зафиксируем все параметры кроме  (1 и будем его изменять от нуля до бесконечности и следить за тем, что происходит с каждым из стационарных решений. Это соответствует тому, что мы делаем вертикальный разрез на диаграмме состояний (рис. 4). Рассмотрим два качественно различных случая: а)  (2/(1 ( (2/(1  и  б)  (2/(1 ( (2/(1 и нарисуем графики зависимостей стационарных решений от параметра для каждого из этих случаев. В случае а) при увеличении параметра (1 мы из области сосуществования I переходим в область IV, пересекая линию l1 бифуркации «обмен устойчивостью». Во втором случае мы из области III переходим в область бистабильности II, пересекая все ту же линию l1. На рис. 5 (а) изображена бифуркационная диаграмма для случая а)  (2/(1 ( (2/(1,  а на рис.5 (б)  - для случая   б)  (2/(1 ( (2/(1. Первая точка равновесия лежит в начале координат и мы ее изображать не будем. Значения второго и третьего стационарных решений от (1 не зависят, однако от (1 зависит их устойчивость. При увеличении значения (1 четвертый стационар, который устойчив в области IV, приближается ко второму стационару (0, (2/(2) и в точке бифуркации l1= (1/(2 сливается с ним. При дальнейшем увеличении (1 стационар (x4, y4) теряет устойчивость и выходит из первого квадранта, тогда как второй стационар приобретает устойчивость. Третий стационар ((1, 0) в рассматриваемом случае неустойчив при любом положительном (1 (см. рис. 5 (а)). Теперь рассмотрим случай б). В этом случае стационарная точка ((1, 0) устойчива при любом значении (1/(2( 0. Стационарная точка (0, (2) неустойчива при (1/(2 ( l1 = (1/(2 и устойчива при (1/(2( l1. В точке  (1/(2= l1 происходит бифуркация «обмен устойчивостью»; второе стационарное решение сливается с четвертым. Четвертое стационарное решение было устойчивым (1/(2 ((1/(2( l1, но находилось вне I квадранта. При (1/(2 ( l1 оно потеряло устойчивость и вошло в интересующую нас область (I квадрант). Таким образом, при (1/(2 ( l1 имеется три состояния равновесия: два устойчивых узла разделенных неустойчивым седлом (см. рис. 5 (б)). 
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