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ГЛАВА II
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВРЕМЕННЫХ ПРОЦЕССОВ


ВВЕДЕНИЕ

Многие математические модели физических, химических, биологических, экономических и других систем описывают процессы, развивающиеся во времени, то есть являются динамическими. Под динамикой системы понимают характер изменения ее во времени – эволюцию. Для моделирования интерес представляет и то, к какому состоянию стремится система со временем, то есть, куда направлен вектор изменений, и то, как это происходит. Динамика систем может быть самой разнообразной. Функции, описывающие тот или иной процесс, могут расти, могут уменьшаться, могут стремиться к некоторому стационарному состоянию, могут колебаться с определенным периодом, а могут демонстрировать хаотическое поведение. Особенно сложную динамику демонстрируют нелинейные системы, состоящие из большого числа взаимодействующих элементов (биологические популяции, химические реакции, покупатели и производители, человеческое общество и др.). Не смотря на различную природу таких систем, уравнения, лежащие в основе математических моделей, оказываются одинаковыми, и динамическое поведение схожим; индивидуальность системы оказывается скрытой в параметрах модели и предметной интерпретации решения. 
В середине прошлого века возникла новая междисциплинарная наука, изучающая поведение сложных нелинейных систем и математических методов их исследования, которая называется нелинейной динамикой. Эта наука имеет еще другие названия: синергетика и теория сложных систем. Нелинейной динамикой обычно называют исследования, в которых в большей степени уделяется математическим методам изучения нелинейных процессов, в частности хаоса. Термин «Синергетика» был введен немецким ученым Германом Хакен в 1969 г. В переводе с греческого он означает кооперативное или совместное действие, то есть системное поведение, которое демонстрируют открытые нелинейные системы, обменивающиеся энергией, веществом или информацией с окружающей средой. Это системное поведение выражается в формировании так называемых диссипативных структур, или явлений пространственно-временной самоорганизации. Автоколебания, возникающие в ходе химических реакций, колебания численностей популяций, живущих изолированно в природе и взаимодействующие между собой, распространение нервного импульса по нервному волокну, вихри в атмосфере и океане, структуры на Солнце, формирование и рост городов, исторические и экономические циклы – все это и многое другое суть пространственно-временные структуры. Название «Теория сложных систем» используется в англоязычных странах и применяется в большей степени к исследованию человеческого общества и социально-экономических систем. 


В этом разделе мы познакомимся с идеями и методами нелинейной динамики и некоторыми известными математическими моделями. В основном мы будем рассматривать автономные системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), поскольку они лежат в основе математических моделей многих систем. Так в механике законы Ньютона, связывающие ускорение тела с силами, действующими на него, представляют собой ОДУ второго порядка; в химии изменение концентраций веществ, вступающих в химические реакции описываются автономными системами ОДУ первого порядка; в биологии изменение численности популяций также описывается во многих случаях автономными системами ОДУ первого порядка; и этот список может быть продолжен. 


В уравнения входят коэффициенты или параметры, определяемые внутренними свойствами моделируемой системы или внешними условиями. Так, например, в модели химической реакции, идущей в объеме реактора, внутренними параметрами являются значения скоростей реакций, а в качестве внешних параметров выступают температура и парциальные давления газов в смеси, подающейся в реактор. В модели физического маятника параметрами являются длина маятника, его масса и ускорение свободного падения. Относительно параметров будет предполагать, что они постоянны во времени. 

Очевидно, что решение системы зависит от значений параметров. Зная значения параметров, можно для любых начальных данных, решить (как правило, численно на компьютере) систему дифференциальных уравнений и предсказать ход процесса во времени, то есть определить динамику модели. 


При исследовании системы ОДУ во многих случаях интерес представляет изучение принципиальных, качественных свойств изучаемых процессов, а не их детальные характеристики, задаваемые конкретным решением при заданных начальных данных. Многие модели носят заведомую количественную неточность, ухватывая лишь самые существенные черты изучаемого процесса. Возникающие при исследовании таких моделей вопросы должны носить качественный характер. Впрочем, вопросы качественного характера, оказываются интересными и полезными, даже когда имеется более точное описание моделируемого процесса. 

В общем случае интерес представляет не отдельная реализация процесса (отдельная траектория), а поведение системы в целом, т.е. вся совокупность реализаций (совокупность траекторий) и зависимость общих свойств этой совокупности от параметров модели. Качественные вопросы естественно делятся на две категории. 

К первой категории относится качественное исследование системы при фиксированных параметрах. Самым существенным при этом является выяснение характера режимов, устанавливающихся в системе по прошествии достаточно большого времени (как говорят, по завершении переходного процесса). Математически это означает исследование предельных множеств, к которым стремятся траектории при t( +( или при t( ((.


Основы качественной теории обыкновенных дифференциальных уравнений были заложены выдающимся французским математиком Анри Пуанкаре (1854-1912 гг.). Он сделал фундаментальные открытия в нескольких различных областях математики. Им был создан асимптотический анализ и заложены основы топологии, открыта специальная теория относительности. Он впервые указал на то, что математика – это, прежде всего, наука о качественном, и что число – это всего лишь один из способов выражения качества, одна из качественных характеристик. Именно А. Пуанкаре предложил впервые сосредоточить внимание на асимптотическом поведении решений при t( +(.

Вопросы второго типа касаются событий происходящих в системе при изменении параметров. В одном случае изменение параметров не приводит к качественному изменению динамического поведения системы. В другом случае – приводит, тогда говорят, что произошла бифуркация. Второй раздел этой главы посвящен описанию основных бифуркаций в системе и методам их поиска. 
2.1. Фазовые портреты динамических систем, основные понятия; системы первого порядка (n=1), модели динамики популяций
1. В основе многих моделей лежат автономные системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ). Изложим методы и подходы к описанию динамики решений систем ОДУ. Мы будем рассматривать автономные системы ОДУ вида:



[image: image42.wmf]o

o

o

o

d

c

b

a

                                                         (2.1.1)

или в векторной форме:
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где t – независимая переменная, описывающая время,  y=(y1,y2,…,yn) – вектор неизвестных функций этой переменной. Будем предполагать, что правые части  fi системы уравнений (2.1.1) и их частные производные 
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 определены и непрерывны на некотором открытом множестве S ( Rn - пространства размерности n, где координатами являются переменные   y1,y2,…,yn. Это пространство называется фазовым, а переменные y1,y2,…,yn – фазовыми переменными. 

Решением системы (2.1.1) является совокупность функций, определенных на некотором интервале I: t1<t<t2,  которые удовлетворяют уравнениям (2.1.1):

yi = (i(t),      i=1,…,n                                                              (2.1.2)

Условия, налагаемые на функцию f(y) гарантируют существование и единственность задачи Коши для уравнения (2.1.1). То есть, то для любой точки  (t0,y10,y20,…,yn0)(D, существует единственное решение (2.1.2) системы (2.1.1), определенное на некотором интервале I, содержащем точку t0 и удовлетворяющее начальному условию: 


yi(t0) = yi0,      i=1,…,n.
Автономная система (2.1.1) имеет наглядную геометрическую интерпретацию. Каждому решению системы поставим в соответствие движение точки в фазовом пространстве, задаваемое уравнениями (2.1.2), где  y1(t),y2(t),…,yn(t) – координаты точки в текущий момент времени t. В процессе своего движения точка описывает некоторую кривую – траекторию движения (фазовую траекторию) (см. рис. 2.1.1 для случая 
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). Для более полного представления необходимо указывать направление движения на траектории. Если наряду с решением (2.1.2), имеется другое решение


yi = (i(t),      i=1,…,n
то траектории, соответствующие этим решениям либо не пересекаются в пространстве, либо совпадают. Именно, если траектории имеют, хотя бы одну общую точку, т.е.


(i(t1) = (i(t2),      i=1,…,n,

то 



(i(t) = (i(t+с),   где  с = t1 – t2,   i=1,…,n.       

Последнее равенство означает, что первое решение описывает ту же траекторию, что и второе, с «запаздыванием» на время с. Это легко доказывается из теоремы о существовании и единственности. 
                                (а)                                                                     (б)
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Рис. 2.1.1 (а) Фазовые траектории некоторой системы на фазовой плоскости;

(б) Фазовые портреты автономного уравнения на прямой в окрестности стационарного состояния: а) аттрактор; б) и с) шунт; d) репеллер.

Далее, каждой точке  y10,y20,…,yn0  области S фазового пространства поставим в соответствие выходящий из нее вектор f=(f1(y10,y20,…,yn0), f2(y10,y20,…,yn0),…, fn(y10,y20,…,yn0)). Таким образом, автономной системе (2.1.1) ставится в соответствие геометрический образ – векторное поле, заданное на открытом множестве S. Векторная скорость точки, описывающая решение yi=(i(t), i=1,…,n в момент ее прохождения через положение (y10,y20,…,yn0) совпадает с вектором f(y10,y20,…,yn0), что выражается системой уравнений (2.1.1). Векторы f(y10,y20,…,yn0) в фазовом пространстве называются фазовыми скоростями. Скорость движения точки по траектории в каждый момент времени совпадает с фазовой скоростью, заданной в том месте фазового пространства, где в этот момент находится движущаяся точка (см. рис. 2.1.1).

Определение 2.1.1. Фазовым портретом системы автономных обыкновенных дифференциальных уравнений называется совокупность всех ее траекторий в фазовом пространстве.
Эволюция системы изображается движением фазовой точки по соответствующей траектории. Вектор фазовой скорости указывает направление эволюции.

2. Положения равновесия и замкнутые траектории. Поставим вопрос, может ли траектория, изображающая решение системы, пересекать себя. Сформулируем без доказательства следующее утверждение:

Утверждение 2.1.1. Пусть yi=(i(t), i=1,…,n  некоторое решение системы (2.1.1). Допустим, что имеет место равенство 



(i(t1) =(i(t2)

Тогда, либо   а)  (i(t1) = аi,  i=1,…,n,  где  аi  некоторая постоянная;

либо  б) существует такое положительное число Т, называемое периодом, что для любого  t  имеют место равенства:  (i(t + Т) = (i(t),  i=1,…,n. 
В случае а) постоянное решение называется положением или состоянием равновесия; оно представляет собой отдельную траекторию и изображается изолированной точкой в фазовом пространстве. В случае б) решение называется периодическим с периодом Т, а траектория, описываемая этим решением, является замкнутой траекторией и называется циклом.

Подытоживая все сказанное выше, можно утверждать, что имеется три сорта траекторий в фазовом пространстве автономной системы: 1) положения равновесия; 2) периодические траектории (циклы); 3) траектории без самопересечений. Через каждую точку области S задания системы (2.1.1) проходит траектория, изображающая решение системы, так что вся область оказывается заполнена траекториями, причем, из-за единственности решения задачи Коши эти траектории не пересекаются, а согласно утверждению 2.1.1 среди всех траекторий особо выделяются самопересекающиеся, которые являются либо циклами, либо положениями равновесия. 

Рассмотрим теперь положения равновесия с точки зрения фазовых скоростей. 


Утверждение 2.1.2. Для того чтобы точка  (а1,а2,…,аn) множества S была бы положением равновесия системы (2.1.1), то есть чтобы система имела решение yi(t):


уi(t) ( аi ,      i=1,…,n, 
необходимо и достаточно, чтобы фазовая скорость f(а1,а2,…,аn) в точке (а1,а2,…,аn) была бы равна нулю.

Таким образом, для отыскания всех положений равновесия системы (2.1.1) нужно решить систему алгебраических уравнений:



fi(y1,y2,…,yn) = 0,     i = 1,…,n.  


Как мы увидим ниже, стационарные точки играют особую роль в фазовом портрете автономной системы, определяя ее эволюцию во всем фазовом пространстве или в некоторой его части. В частности к стационарной точке могут стремиться все траектории системы при возрастании времени. 

Дадим определение устойчивости и неустойчивости стационарных состояний.
Определение 2.1.2 Окрестностью ( точки y0 фазового пространства Rn называется любое подмножество Rn, содержащее круг {y:(y–y0((r} некоторого радиуса  r(0.

Фазовый портрет в окрестности произвольной неподвижной точки системы (2.1.1) принадлежит одному и только одному из трех типов точек: асимптотически устойчивой, устойчивой или неустойчивой.

Определение 2.1.3. Стационарная точка ус системы (2.1.1) называется устойчивой, если для любой окрестности ∑ точки ус существует некоторая меньшая окрестность этой точки ∑((∑, такая что любая траектория, проходящая через ∑( остается в ∑ при возрастании t.

Определение 2.1.4. Стационарная точка ус системы (2.1.1) называется асимптотически устойчивой, если она устойчива, и кроме того существует такая окрестность ∑ точки ус, где любая траектория, проходящая через ∑ стремится к ус при t((. 

Определение 2.1.5. Стационарная точка ус системы (2.1.1), которая не является устойчивой, называется неустойчивой. Это значит, что существует такая окрестность ∑ точки ус, что для любой окрестности ∑((∑ имеется по крайней мере одна траектория, которая проходит через ∑( и не остается в ∑ при возрастании t.

3. Фазовые портреты автономного уравнения первого порядка. Несмотря на простоту, существует много известных моделей, в основе которых лежит всего одно автономное уравнение первого порядка:


y(= f(y)                                                                            (2.1.3)

Его фазовым пространством является прямая. Считаем, что правая часть уравнения непрерывна и имеет непрерывную производную на всей прямой Р изменения переменной у. Предположим дополнительно, что нули функции f(y) или, что то же самое, положения равновесия уравнения (2.1.3) не имеют предельных точек. В этом предположении состояния равновесия разбивают прямую Р на систему интервалов (. Каждый интервал (аj,бj) j=1,…,m системы ( обладает тем свойством, что на нем функция f(y) не обращается в нуль, а каждый его конец аj или бj является либо нулем функции f(y), либо равен ((. Таким образом, система ( состоит из конечного или счетного числа интервалов и не более чем двух полубесконечных интервалов, или же содержит только один бесконечный в обе стороны интервал (-(,+(). 

Утверждение 2.1.3. Пусть (а,б) – некоторый интервал системы (, y0 точка этого интервала и y=((t), t1<t<t2 ( решение уравнения (1) с начальным условием ((t0)=y0. Тогда



(а<((t)<б)  при   t1<t<t2,                                            (2.1.4)



    lim((t)=a,        lim((t)=b.                                            (2.1.5)



    t(t1                 t(t2
Кроме того, если число а, или б конечно, то есть представляет собой состояние равновесия, то число t1  или соответственно   t2   бесконечно (
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Утверждение 2.1.3 полностью определяет качественное поведение решений задачи Коши для автономного уравнения (2.1.3). В нем по сути дела содержится несколько важных утверждений. 

1. Любое решение рассматриваемой задачи при  t(+(  и  при  t((( стремится либо к стационарному решению, либо уходит на бесконечность.

2. Если начальная точка y0 принадлежит какому-либо интервалу (а, б) из системы (, то решение y=((t) никогда не покинет этот интервал. 

3. Если начальная точка y0 лежит в конечном интервале (а,б), концами которого являются соседние нули функции  f(y): а<y0< б  (f(а)=f(б)=0), то решение y=((t)  стремится при  t(+( к одному из концов интервала, а при t((( ( к другому. Другими словами прямые y=а и y=б – являются асимптотами функции  y=((t).  

4. Стремление решения y=((t) к стационару при t(+(  (или  t((() может быть только монотонным.

5. Если один из концов интервала является бесконечным, то решение задачи y=((t)  стремится к бесконечности. Время, за которое функция  y=((t) уходит в бесконечность может быть как конечным, так и бесконечным. 

6. Переходя к фазовой прямой автономного уравнения (2.1.3) можно утверждать, что каждый интервал представляет собой одну единственную фазовую траекторию.

Доказательство. Допустим для определенности f(y0)>0; поскольку f(y) может обращаться в ноль в точках  а или б, то она положительна на всем интервале (а,б) и, следовательно, решение y=((t) является возрастающим на всем интервале. Таким образом, при возрастающем  t точка y=((t) может покинуть интервал, лишь перейдя его правый конец б. Допустим, что это происходит при некотором t=t*; тогда при t=t* уравнение (2.1.3) имеет две различные траектории: y=((t) и y=б, которые пересекаются, что невозможно. Точно так же доказывается, что изображающая точка y=((t) не может покинуть интервал (а,б) при убывающем t. Таким образом, соотношение (2.1.4) доказано. 

Докажем теперь соотношения (2.1.5).  Допустим теперь, что 
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, и пусть  y=((t) – решение уравнения (2.1.3) с начальными условиями ((t0)=с. Так как,  f(с)>0 , то при некотором t*<t0 имеем  ((t*)<c, а это значит, что две различные траектории ((t) и ((t) пересекаются, что невозможно. Таким образом, доказано, что lim((t) = b при t(t2. Точно так же доказывается соотношение lim((t)=а при t (t1.

Допустим, наконец, что б((, и покажем, что t2=+(. Допустим противоположное, именно, что t2(+(. Определим тогда функцию ((t), положив ((t)=((t) при t1<t<t2 и ((t)=б  при t(t2. Очевидно, что функция ((t) непрерывна и удовлетворяет уравнению (2.1.3), а это невозможно, поскольку тогда две различные траектории  y=((t)  и  y=б пересекаются. Полученное противоречие доказывает, что t2=+(. Точно также доказывается, что при  а(((  имеем   t1=((.

Выясним теперь, какие состояния равновесия бывают на прямой, и от чего зависит их устойчивость. Итак, пусть б – произвольное положение равновесия уравнения (2.1.3), а (а, б) и (б, с) ( два интервала системы (, примыкающие к нему (соответственно слева и справа). Каждый из интервалов (а, б) и (б, с) представляет собой одну траекторию. Если обе точки приближаются (при возрастании t) к состоянию равновесия, то положение равновесия б будет устойчивым. Устойчивое положение равновесия называют иногда аттрактором, от английского слова «attract», что означает притягивать. Если обе точки, описывающие траектории, удаляются от точки б, то состояние равновесия является неустойчивым, и называется репеллером. Если по одной из траекторий точка приближается, а по другой удаляется, то положение равновесия в данном случае называется полуустойчивым, или шунтом. 

В окрестности точки равновесия фазовый портрет уравнения на прямой может соответствовать одному из четырех типов, изображенных на рис. 2.1.1б.

Тип стационарной точки и направление на всех траекториях полностью определяется правой частью уравнения (1). 

Утверждение 2.1.4 Для того, чтобы положение равновесия б было устойчивым (неустойчивым), необходимо и достаточно, чтобы функция f(y) была положительна (отрицательна) на интервале (а,б) и отрицательна (положительна) на интервале (б,с). Для того чтобы положение равновесия б было полуустойчивым, необходимо и достаточно, чтобы функция   f(y)  имела один и тот же знак на обоих интервалах (а,б) и (б,с). 

Доказательство. Допустим, что f((б)(0, тогда знак функции f(y) вблизи точки б совпадает со знаком функции   f((б)(y–б).  Отсюда следует, что при f((б)(0, и положение равновесия устойчиво, а при  f((б)(0 ( оно неустойчиво.

4. Модели динамики популяций. Мы выяснили, что качественная структура фазового портрета автономного уравнения первого порядка полностью определяется типом и взаимным расположением состояний равновесия. В этом разделе мы покажем, как работают методы и приемы качественного анализа на конкретных примерах моделирования динамики популяций.

1. Экспоненциальный рост. Вначале рассмотрим поведение отдельно взятой популяции, не учитывающей связи этой популяции с другими видами, будь то хищники, питающиеся особями данной популяции, или виды, находящиеся на одном трофическом уровне и конкурирующие за одну и ту же пищу.


Первая модель роста популяции, записанная в виде дифференциального уравнения, появилась вскоре после открытия дифференциального и интегрального исчисления. Она была предложена английским экономистом Томасом Мальтусом (Thomas Maltus) в 1798 г. В этой модели рассматривается однородная популяция в условиях неограниченных ресурсов питания и пространства обитания. При этом считается, что скорость роста популяции пропорциональна ее численности. Динамика численности y (биомассы) такой популяции описывается линейным дифференциальным уравнением:
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                                                                                     (2.1.6)

где r – коэффициент скорости роста или вымирания популяции, в зависимости от того, является ли он положительным или отрицательным. Решением (2.2.6) с начальным условием  y(0)=y0  является экспоненциальная функция:



y= y(0)ert.
Несколько графиков зависимости численности популяции от времени при разных начальных условиях представлено на рис. 2.1.2а. Известно и другое широкое применение линейного уравнения (2.1.6). При r(0 оно описывает распад радиоактивного вещества (см. рис. 2.1.2б).
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Рис. 2.2.2. (а) Экспоненциальный рост. (б) Радиоактивный распад при разных (=(r.
Фазовые портреты уравнения (2.1.6) для случаев r(0 и r<0 изображены на рис. 2.1.1б (случаи д и а соответственно). Единственное стационарное состояние y=0 в первом случае является репеллером, так как f((0)=r(0, а во втором случае ( аттрактором, так как f((0)=r(0. 
При r(0 в соответствии с этим законом изолированная популяция развивалась бы в условиях неограниченных ресурсов. В природе такие условия встречаются крайне редко. Примером может служить размножение кроликов в Австралии или разрастание пенициллиновых грибков, выращиваемых в культиваторе в условиях избытка пищи.

Экспоненциальный закон роста справедлив для многих популяций, если рассматривать ограниченный промежуток времени. В конце концов, растущая популяция исчерпывает наличные ресурсы, и ее рост прекращается.

2. Логистический рост. Поведение популяции, численность которой стабилизируется на некотором устойчивом уровне, часто описывается с помощью логистического уравнения: 




[image: image12.wmf]2

ay

ry

dt

dy

-

=

,                                                                           (2.1.7)

или 


[image: image13.wmf])

1

(

K

y

ry

dt

dy

-

=

.                                                                       (2.1.7()
Логистическое уравнение было предложено бельгийским математиком Ферхюльстом (P.F. Verhulst) в 1838 г. в качестве модели роста народонаселения. Однако, в то время его невозможно было проверить экспериментально, и, поэтому оно не стало популярным. И только спустя почти 100 лет в 1930 г. Р. Перл (Perl) получил экспериментальное подтверждение уравнения (2.1.7) при изучении динамики популяции мухи дроздофилы (Drosophila melanogasters). В последствии логистический закон роста был подтвержден для многих других популяций и приобрел широкую известность. 


Логистическое уравнение является простейшим дифференциальным уравнением, обладающим двумя требуемыми свойствами:

1) при малых значениях  y  уравнение (2.1.7) сводится к уравнению (2.1.6) и рост численности носит экспоненциальный характер;

2) с возрастанием t величина y монотонно приближается к постоянному значению.

Член ay2, пропорциональный количеству встреч между особями, учитывает “самоотравление” популяции, объяснимое многими причинами (конкуренция внутри популяции, недостаток места и пищи, передача инфекции из-за тесноты и т.д.). Коэффициент а называется коэффициентом внутривидовой конкуренции.
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Рис. 2.1.3. (а) Фазовый портрет и (б) интегральные кривые логистического уравнения.

Уравнение (2.1.7) легко интегрируются, но прежде чем найти аналитическое решение, исследуем его качественно, с помощью геометрических методов. Как было сказано, фазовый портрет автономного уравнения первого порядка полностью определяется типом стационарных точек и их взаимным расположением на прямой. Начертим график функции f(y) – правой части уравнения (2.1.7). Он представляет собой параболу, которая на плоскости (y,f(y)) имеет максимум в точке (К/2,rK/4), и корни (0,0) и (К,0), соответствующие состояниям равновесия уравнения (см. рис. 2.2.3 а). Так как производная dy/dt>0 для 0<y<K, то y является возрастающей функцией времени t на этом интервале. Если y>K, то dy/dt<0  и  y убывает со временем. Таким образом, стационарная точка yс=0 является репеллером, а стационарная точка y=К – аттрактором. Фазовый портрет изображен на рис. 2.1.3а, стрелками показаны направления изменения у.

Теперь мы можем качественно изобразить семейство решений уравнения (2.1.7) с разными начальными данными. Заметим, что вблизи стационарных точек 0 и К производная функции y dy/dt  близка к нулю, решения изменяются крайне медленно и, следовательно, наклон решений на графике очень мал. Наклон решений возрастает, как только они покидают окрестность состояний равновесия  0 и К. Эти исследования показывают, что графики решений должны быть качественно такими, как показано на рис. 2.1.3б. Для более точного определения поведения линий y(t) на графиках, найдем точки перегиба этих кривых и определим их кривизну. Продифференцируем уравнение (2.1.7) по времени, получим:
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График функции y(t) имеет выпуклость вверх, если y(( >0, и выпуклость вниз, если y(((0. Из уравнения (2.1.8) следует, что функция y(t) вогнута, если функции f((y) и f(y) имеют разные знаки, и функция y(t) выпукла, если они имеют одинаковые знаки. Из рис. 2.1.3а видно, что при 0<y<K/2 функция f(y) положительна и возрастает, то есть f((y)(0; значит функция y(t) выпукла. На интервале К/2<y<K функция f(y) положительна и убывает, то есть f((y)(0; и, следовательно, функция y(t) вогнута. Точка перегиба графика функции y(t) находится в точке пересечения его с прямой К/2. При y>K,  f(y) отрицательна и убывает (f((y)>0), то есть функция y(t) вогнута. На рис. 2.1.3б представлены графики решений уравнения (2.1.7) для разных начальных данных, удовлетворяющие всем перечисленным выше свойствам. 


И, наконец, учитывая утверждение 2.1.3, можем утверждать, что решения приближаются к состоянию равновесия y=K при 
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, не достигая его ни за какие конечные промежутки времени t. Из графика видно, что если в начальный момент времени численность популяции была небольшой, то развитие ее идет по вогнутой кривой вплоть до достижения значения  К/2. В этой точке рост ее замедляется и затем идет по выпуклой кривой; график функции y(t) асимптотически приближается к горизонтальной прямой y(t)=K. Если в начальный момент численность популяции превышала значение К , то происходит уменьшение численности популяции вплоть до значения К, к которому она стремится при t((. Величину К называют максимальной численностью популяции, возможной в данных условиях, или «емкостью среды». 


Теперь найдем решение уравнения (2.1.7) с начальным условием y(0)=y0. Оно имеет вид:
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Все качественные свойства решений уравнения (2.1.7), полученные ранее с помощью геометрического подхода, могут быть подтверждены исследованием выражения (2.1.9). В частности, если y0=0, то  y(t)=0  для всех значений  t. Если y0(0, то при t((, то y(t)(K.
3. Пороговый рост.  В действительности же плотность популяции не должна опускаться ниже некоторой критической величины. При падении плотности популяции ниже критической популяция вымирает. Простейшее уравнение, моделирующее пороговый эффект имеет вид:
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где r и T положительные постоянные. Это уравнение отличается от логистического знаком минус в правой части. Нарисуем график функции f(y) (см. рис. 2.1.4а). Он представляет собой параболу, пересекающую ось y в критических точках y=0 и y=Т, соответствующих состояниям равновесия уравнения (2.1.10): y=0 и y=Т. Если 0<y<Т, то dy/d <0 и y является убывающей функцией на этом интервале. С другой стороны, если y>K, то dy/dt>0 и y возрастает со временем. Таким образом, решение y=0 является асимптотически устойчивым стационарным решением, а y=Т является неустойчивым состоянием равновесия. Далее, поскольку функция  f ((y) отрицательна, при 0<y<Т/2  и положительна при Т/2<y<Т, то функция y(t) вогнута на первом интервале и выпукла на втором. Функция  f ((y)  положительна и при y(Т,   поэтому  здесь функция  y(t) является вогнутой.
                                      (а)                                                                  (б)
[image: image36.emf] 

t

*

0



2

(t)=T



1

(t)=0

T

T

/2

t

y

[image: image37.emf] 

 

-rT

/4

0

T T

/2

y

f(y)

Рис. 2.1.4. (а) Фазовый портрет и (б) интегральные кривые модели порогового роста.

Используя полученную информацию из графика функции f(y), можно заключить, что семейство интегральных кривых y=((t) при разных начальных условиях качественно должно иметь вид, представленный на рис. 2.1.4б. Из этих графиков следует: стремится ли функция y к 0 по мере того как возрастает время или растет неограниченно, зависит от того, меньше ли начальное значение y0, чем Т или больше. Таким образом, значение Т определяет критический уровень, ниже которого рост популяции невозможен. Если плотность популяции, вследствие каких(либо причин (природных катаклизмов, хищнического истребления и т.д.) опустилась ниже критической, то популяция обречена на вымирание.

Выводы, сделанные на основе геометрического анализа, подтверждаются решением уравнения (2.1.10) с начальным условием   y(0)=y0: 
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Отметим, что если y0(Т, то знаменатель в выражении (2.1.11) обращается в нуль в момент времени  t*:
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Таким образом, если начальная плотность популяции  y0  выше критической  Т, то модель предсказывает неограниченный рост популяции за конечное время  t*. Это означает, что график функции  y=((t)  имеет вертикальную асимптоту при  t=t*.  Существование и положение этой асимптоты не могло быть выведено из геометрического анализа; в этом случае только аналитическое нахождение решения дало важную дополнительную качественную, также как и количественную информацию о поведение решений. 

4. Пороговый эффект и логистический рост. Рассмотренная в предыдущем пункте модель обладает тем недостатком, что допускает неограниченный рост при сверхкритических возмущениях. Этот недостаток может быть легко устранен, например, введением дополнительного фактора, делающего производную dy/dt отрицательной при больших значениях y. Рассмотрим модель: 
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где  r(0 и  0(Т(К. График функции f(y) представлен на рис. 2.1.5а. В этом случае существует три состояния равновесия, критические точки: y=0, y=Т и y=К. Из рис. 2.1.5а видно, что dy/dt(0 при Т<y<К, значит функция y является возрастающей функцией на этом интервале. Производная dy/dt(0, если y>K или y<Т, и функция y убывает на этих интервалах. Отсюда следует, что состояния равновесия y=0 и y=К являются асимптотически устойчивыми, а состояние равновесия  y=Т неустойчиво. На рис. 2.1.5б качественно представлено поведение решений уравнения (2.1.12) с разными начальными условиями. 
                                (a)                                                                          (б)
Рис. 2.1.5. (а) Фазовый портрет и (б) интегральные кривые системы (9).
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Если стартовое значение y лежит ниже порогового Т, то численность популяции уменьшается, и популяция, в конце концов, вымирает. Если же начальное значение y лежит выше порогового Т, то численность популяции увеличивается, приближаясь к максимально допустимой численности в данных условиях К. Точки перегиба на графиках функции  y=((t),  соответствуют точкам максимума y1 и минимума y2 функции f(y):
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Модель такого сорта описывает динамику популяций, которые могут успешно воспроизводиться, только находясь в больших колониях, соответствующих высокой пороговой концентрации Т. Примером может служить популяция пассажирского голубя, исчезнувшая сто лет назад. Хотя, казалось бы, большое количество отдельных птиц существовало в конце 1880 г., их не было достаточно сосредоточено в одном месте, и популяция начала быстро вымирать. Последний представитель умер в начале ХХ века. 
5. Распространение эпидемий. Рассмотрим несколько простейших моделей, описывающих распространение инфекционных заболеваний. В основе многих из них лежат уравнения, исследованные выше. Похожие модели используются также для описания распространения слухов и потребительских товаров. 

5.1 Рассмотрим население некоторого района и предположим, что оно может быть разделено на две части: на тех, кто инфицирован и может заразить других, и на тех, кто не инфицирован, но восприимчив к вирусу. Пусть x – доля восприимчивых людей, а y – доля инфицированных людей; тогда x+y=1. Предположим, что болезнь распространяется путем контакта между больным и здоровым членами населения, и что скорость распространения dy/dt пропорциональна числу таких контактов. Считая, что члены обеих групп могут перемещаться свободно, получаем, что число контактов пропорционально произведению x и y. Поскольку  x=1–y, приходим к логистическому уравнению:
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где α – некоторый положительный коэффициент, а y0 – начальная доля инфицированных людей. Здесь у=1 является асимптотически устойчивым стационаром, к которому притягиваются все траектории с у0 >0; то есть, в конечном счете, болезнь распространится на все население, если не изолировать заболевших людей.

5.2. Некоторые болезни, типа брюшного тифа в значительной степени переносятся инфицированными людьми, у которых нет никаких видимых признаков болезни, но они могут ее передать другим. Они называются носителями. Обозначим через x и y соответственно доли восприимчивых людей и носителей болезни соответственно. Предположим, что носители выявляются и изолируются от населения со скоростью β: 
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Предположим также, что болезнь распространяется со скоростью, пропорциональной числу контактов, то есть произведению x и y:
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Если в начальный момент носителей было y(0)=y0, то со временем их число падает экспоненциально:
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Подставляя выражение (2.1.17) в уравнение (2.1.16), получим:
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Переписывая уравнение (2.1.18) в виде:



dln(х)/dt =((t),

и интегрируя с начальным условием при t=0   x(0)=x0, найдем его решение:
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Из (2.1.19) следует, что часть заболевших монотонно возрастает и при 
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 стремится к предельному максимальному значению xmax равному:



xmax = x0eαy0/β.                                                                          (2.1.20)

5.3. В 1760 г. Д. Бернулли еще раньше Мальтуса применил математическое моделирование для изучения динамики смертности от оспы с учетом выработки иммунитета у переболевших ею людей. Результаты его исследований сыграли существенную роль для принятия положительного решения на спорную в то время проблему, о необходимости делать прививки. 

Модель Бернулли заключается в следующем. Пусть n0 – число людей родившихся в некотором году, который принимается за начало отсчета (t=0). Тогда n(t) ( число людей оставшихся в живых через t лет спустя. Пусть x(t) ( число людей из этой группы восприимчивых к оспе, которые не переболели еще оспой к году t. Пусть β ( скорость, с которой восприимчивые заболевают оспой, и пусть v ( скорость, с которой люди, заболевшие оспой, умирают от болезни. Наконец, пусть µ(t) ( показатель смертности от всех причин кроме оспы. Тогда, скорость, с которой число восприимчивых уменьшается, будет равна:
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Здесь первый член в правой части формулы (2.1.21) ( скорость, с которой восприимчивые заражаются оспой, а второй член ( скорость, с которой они умирают от всех других причин. Тогда для скорости смертности общего числа людей из рассматриваемой группы справедливо уравнение:
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где первый и второй член в правой части описывают смертность от оспы и от всех других причин соответственно. 

Обозначив долю восприимчивых к оспе людей через z (z = x/n), получим для z уравнение порогового роста: 
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Решение этого уравнения задается формулой (2.1.11). Здесь пороговым значением развития эпидемии оспы является число v-1. Если доля заболевших превысит этот порог, то болезнь охватит все население. Используя данные смертности доступные в то время, Бернулли нашел приблизительные значения параметров, входящих в уравнение (v=β=1/8), и рассчитал динамику смертности. В частности он показал, что если бы смертельные случаи из-за оспы были бы устранены (v=0), то средняя продолжительность жизни, которая составляла в 1760 г. всего 26 лет и 7 месяцев, увеличилась бы приблизительно на 3 года. Выводы, сделанные Бернулли на основе математического моделирования, убедили поддержать программу вакцинации населения. 
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