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2.5. Бифуркации в нелинейных системах
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1. Зависимость от параметра. Бифуркации. Все рассмотренные выше модели содержат параметры. Проводя качественные исследования уравнений, мы не интересовались конкретными численными значениями параметров. Мы только наложили самые общие ограничения на параметры, вытекаемые из физического смысла. Например, мы потребовали, чтобы величины r и К в логистическом уравнении были положительными. Было показано, что при любых значениях  r(0 и К(0 фазовый портрет уравнения не изменяется. Однако, если параметру  r  позволить принимать еще и отрицательные значения, то можно заметить, что при r(0 логистическое уравнение превращается в уравнение, описывающее пороговый рост, и качественное поведение решений изменяется. В других моделях постепенное изменение параметра, например, температуры в химической системе, может приводить к тому, что при некотором значении параметра (критическом), установившийся режим претерпевает качественное изменение, и стационарный ход реакции сменяется колебательным режимом или же скачком меняется скорость реакции. 

В качестве примера рассмотрим классическую задачу об изгибе упругой колоны. Представим себе колонну прямоугольного сечения, на которую сверху действует нагрузка массой Р (см. рис. 2.5.1 а). Начнем увеличивать массу нагрузки, и посмотрим, что произойдет. Сначала колонна будет укорачиваться и утолщаться, но ее ось будет оставаться прямой. Однако, при некотором критическом значении массы нагрузки РС, картина качественно изменится - колонна потеряет прямолинейную форму и прогнется вправо или влево (см. рис. 2.5.1 б). 

    (а)                                                              (б)
Рис. 2.5.1 (а) Упругая колонна под нагрузкой, (б) Изгиб колонны при сверхкритической нагрузке.

При Р(РС у колонны есть единственная равновесная форма. При Р(РС их стало три: прямолинейная форма, которая стала неустойчивой, и две устойчивые (одна соответствует прогибу влево, другая – вправо). Другими словами при переходе через значение Р=РС  изменилось число состояний равновесия и их устойчивость, то есть изменился фазовый портрет системы. 

Таким образом, при некоторых изменениях параметров не происходит качественных изменений фазового портрета системы, а другие изменения значений параметров приводят к качественным перестройкам фазового портрета. 

Определение 2.5.1. Те значения параметров, при которых происходит качественное изменение решений системы, то есть меняется фазовый портрет системы, называют бифуркационными, а сама качественная перестройка фазового портрета называется бифуркацией. 

Это типично нелинейное явление. В примере с колонной классическая линейная теория упругости дает единственное состояние равновесия, отвечающее прямолинейной форме колонны. Задачей о потере устойчивости колонны занимались Эйлер, Бернулли, Лагранж. Одним из первых термин «бифуркация» ввел К. Якоби в 1834 г. Однако, в полной мере значение теории бифуркаций было осознано А. Пуанкаре, и в последствие развито в трудах А.А. Андронова, А.М. Ляпунова и других. 

При качественном исследовании необходимо определять бифуркационные (критические) значения параметров и описывать явления, происходящие при переходе через критические значения. В общем случае возникает задача разбиения пространства параметров системы на области с качественно различными типами динамического поведения, то есть построение параметрического портрета системы. 

2. Бифуркации в уравнении на прямой.  Рассмотрим основные типы бифуркаций, которые дает одно автономное обыкновенное дифференциальное уравнение, зависящее от параметров:
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,                                                                            (2.5.1)

где y, как и ранее фазовая, или динамическая переменная, ( - некоторый вектор параметров размерности m (здесь m=1 или 2); относительно функции 
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 будем предполагать, что она обладает некоторой гладкостью. Описание бифуркаций будем проводить на конкретных моделях, описывающих динамику популяций или химических реакций.

1. Седло-узловая бифуркация или «двукратное равновесие».
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Влияние промысла на логистический рост. Пусть некоторая популяция, например, определенный вид рыб в море или в пруду, описывается логистическим уравнением. Исследуем влияние на динамику популяции двух видов промысла: 1) изъятие из популяции в единицу времени постоянного числа особей и 2) изъятие постоянной доли особей, т.е. числа особей, пропорционального численности популяции. В первом случае динамика численности популяции описывается уравнением
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во втором
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                       Рис. 2.5.2

Состояния равновесия уравнения (2.5.2) соответствуют абсциссам точек пересечения графика функции f(y)=ry(1–y/К) и прямой А, параллельной оси абсцисс (см. рис. 2.5.2). Они определяют численности популяций в данном режиме промысла, а ординаты точек пересечения – числу особей, изымаемых в единицу времени, ( урожаю.

На рис. 2.5.2 изображены три возможных варианта взаимного расположения графика функции  f(y)  и прямой  А, в зависимости от значения скорости отлова А. При малой интенсивности отлова  (A<A*=rK/4) у популяции существует два состояния равновесия: К( и  К((. Учитывая знаки функций  f(y) и 
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, можно сделать вывод, что стационарная точка  К(, отвечающая меньшей численности популяции является неустойчивой, а отвечающая большей численности популяции точка К(( является асимптотически устойчивой. Существует нижняя критическая численность популяции, такая что, если начальная численность меньше критической, то популяция обречена на вымирание. Критическая численность популяции совпадает с точкой К(. Таким образом, если начальное значение y0(К(, то y(К(( при  t(+(; если же y0(К(, производная dy/dt отрицательна и  y  уменьшается до нуля с течением времени, что означает вымирание популяции. Поскольку точка y=0, не является стационарной, то вымирание популяции произойдет за конечное время, определяемое начальным значением y0. 

При слишком высокой скорости отлова (A(A*=rK/4), прямая А не пересекает параболу  f(y). В этом случае производная  dy/dt отрицательна при всех значениях  y; функция  y  уменьшается со временем до нуля, и популяция вымирает за конечное время.
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Рис. 2.5.3 Фазовые портреты для седло-узловой бифуркации.
Значение  A* = rK/4  является критическим, то есть бифуркационным. В этом случае уравнение (2.5.2) имеет только одно полуустойчивое состояние равновесия: y(t)=К*=К/2, такое что при y0(К* траектории стремятся к нему  (y(К* при t((), а при  y0(К* ( удаляются от него. При A=A* возникает негрубая система. При стремлении снизу к бифуркационному значению параметра состояния равновесия К( и К(( приближаются друг к другу и при A=A* сливаются, образуя негрубую стационарную точку, и при A(A* равновесия исчезают. 

Такая бифуркация называется седло-узловой, или бифуркацией – двукратное равновесие. Первое название станет понятным ниже при рассмотрении динамических систем на плоскости. Второе название идет от характера негрубого состояния равновесия, соответствующего двукратному корню. Действительно, при A*=rK/4 уравнение (2.5.2) можно переписать в виде:
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Правая часть (2.5.4) представляет собой перевернутую параболу, которая касается оси абсцисс вершиной в точке  К*=К/2,  соответствующей двукратному корню. На рис. 2.5.3 показано, как изменяются фазовые портреты системы (2.5.2) при прохождении параметром бифуркации «двукратное равновесие», а на рис. 2.5.4 представлена бифуркационная диаграмма, показывающая зависимость стационарных решений от параметра   А. 
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Асимптотически устойчивым состояниям равновесия
соответствует устойчивая ветвь бифуркационной кривой y1(A), она изображена сплошной линией; неустойчивым состояниям равновесия ( неустойчивая ветвь y2(A), она представлена штриховой линией. В точке sn седло-узловой бифуркации при A=A* эти две ветви сливаются. Точка седло-узловой sn бифуркации соответствует точке поворота бифуркационной кривой, в которой 
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, что означает бифуркацию ко-размерности один.

Рис. 2.5.4 Бифуркационная диаграмма; sn ( седло-узловая бифуркация.
Таким образом, по мере нарастания интенсивности промысла устойчивая равновесная численность сначала монотонно уменьшается, затем достигает некоторого критического значения (бифуркационного), после чего скачком падает до нуля. В приложениях такое явление называют «срывом равновесия». Критическое значение урожая при этом равно максимальной скорости роста популяции, не подвергавшейся промыслу. 


Важно отметить, что приближение промысла к максимальному урожаю опасно, этот урожай вовсе не будет оптимальным. Ведь если интенсивность промысла хоть немного превысит A*=rK/4,  при которой урожай максимален, популяция оказывается обреченной на вымирание.


Сделаем важное замечание. Посмотрим еще раз внимательно на рис. 2.5.3 Бифуркационное значение параметра A=А*=rK/4 качественно отличается от всех остальных значений А и еще и тем, что в его сколь угодно малой окрестности существуют разные фазовые портреты системы. Действительно, при A(А*, A=А*, A(А* фазовые портреты качественно различаются. Если же A(А* или A(А*, то существует некоторая окрестность вокруг этих значений параметра, в которой фазовые портреты системы качественно эквивалентны. Другими словами, при  A(А* или A(А* малые возмущения параметра не приводят к качественным изменениям фазового портрета, а при A=А* ( приводят. В первом случае система является грубой, а во втором – негрубой.


Понятие грубой (или структурно устойчивой) системы является одним из основных понятий качественной теории ОДУ. Оно было введено А.А. Андроновым и Л.С. Понтрягиным в 1937 г. Это понятие формализует следующее наблюдение: топологическая (качественная) структура фазового портрета, как правило, не меняется при малом изменении системы (в частности, при малом изменении ее параметров). Если менять параметры грубой системы, то ее фазовый портрет будет также меняться, но его топологическая структура в некотором диапазоне значений параметров будет оставаться постоянной. При достижении критических значений параметров происходит бифуркация – меняется топологическая структура фазового портрета.


Задача качественного исследования системы, зависящей от параметров, состоит в том, чтобы описать все возможные в ней бифуркации, построить множество бифуркационных значений параметров, разбивающее пространство параметров на области с различными типами (грубых) фазовых портретов, и указать для каждой области соответствующий ей фазовый портрет. 

Полученное в результате такого бифуркационного исследования разбиение пространства параметров и есть параметрический портрет системы.

2.Бифуркация «обмен устойчивостью» или «пересечение два на два». Модель Шафера. Вернемся теперь к исследованию динамики популяций. Рассмотрим второй режим промысла, описываемый уравнением (2.5.3), при котором из популяции изымается постоянная доля особей. Это уравнение известно, как модель Шафера, ученого биолога, который впервые применил ее для изучения популяции рыб. 
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Исследование уравнения (2.5.3) в зависимости от интенсивности промысла а проведем аналогично предыдущему случаю. Нарисуем графики функций 
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 и прямой аy (см. рис. 2.5.5). Возможны три вида их взаимного расположения и соответственно три типа динамики популяции. При малой интенсивности промысла 0(а(r прямая аy  пересекает график f(y) в точке К(; поведение популяции в этом случае по-прежнему описывается логистическим уравнением, параметры которого принимают другие, зависящие от промысла а значения. Действительно, уравнение (2.5.3) нетрудно переписать в виде:



dy/dt=r(y(1–y/К(),   r(=r(а,  К(=К(1–а/r).                         (2.5.6)

Уравнение (2.5.6) при любых значениях а(0, кроме а=r имеет два состояния равновесия: y=0  и   y=К(,  хотя второе состояние равновесия теряет смысл при а(r,  так как становится отрицательным. При  0(а(r  стационарная точка y=0 является неустойчивой, а точка y=К( – асимптотически устойчивой. Из (2.5.6) следует, что равновесная численность популяции К(  линейно уменьшается при росте интенсивности промысла   а,  а урожай   Y=ay  для  y=К(  сначала растет, а затем падает. Максимальный урожай Yмах соответствует экстремуму функции: Y=аК(1–а/r).

Рис. 2.5.6 Фазовые портреты для бифуркации «обмен устойчивостью».
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Отсюда нетрудно найти, что Yмах=rK/4  и отвечает значению параметра  а=r/2.

При а=r стационарная точка К( становится равной нулю и сливается со стационарной точкой y=0, образуя негрубое полуустойчивое состояние равновесия.
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Рис. 2.5.7 Бифуркационная диаграмма; при а=r ( бифуркация

 «обмен устойчивостью».

Таким образом, значение а=r является бифуркационным. Прямая аy при а=r касается графика функции f(y) в точке 0 (см. рис. 2.5.5). При а(r стационарная точка y=К( теряет устойчивость, в то время как точка y=0 становится асимптотически устойчивой. Это означает, что при интенсивности промысла, большей скорости роста популяции, популяция обречена на вымирание при любой начальной численности. На рис. 2.5.6 представлены три качественно различных графика правой части уравнения (2.5.3) и три соответствующих фазовых портрета. 

На рис. 2.5.7 изображена бифуркационная диаграмма, показывающая зависимость стационарных решений от параметра. Устойчивые ветви представлены сплошной линией, а неустойчивые – штриховой. Таким образом, в точке бифуркации происходит пересечение двух ветвей стационарных решений: y1(а)=0 и y2(а)=К(1–а/r) и обмен устойчивостью. Эта бифуркация также называется «пересечение два-два». Название отражает тот факт, что при изменении параметра до точки бифуркации и после нее уравнение имеет две ветви, которые обмениваются устойчивостью в точке ветвления. Существуют точки ветвления и другого типа. 

3. Бифуркация «вилки», или «пересечение один-три». Во многих физических, химических, биологических и др. приложениях встречаются задачи, которые описываются уравнением вида:



dy/dt=(R – Rc)y – аy3.                                                             (2.5.7)
Здесь а и Rc положительные постоянные, R – параметр, который может принимать различные значения. Исследуем уравнение (2.5.7. Сначала найдем стационарные точки и определим их устойчивость. 

Если R(Rc, то существует только одно состояние равновесия: y=0, которое является асимптотически устойчивым, так как 
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Если R(Rc, то уравнение имеет три состояния равновесия: y=0 и 
[image: image12.wmf]a

R

R

y

c

/

)

(

-

±

=

, первое из которых – неустойчивое, а два других асимптотически устойчивые. 
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Рис. 2.5.8 Фазовые портреты для бифуркации вилки.

Таким образом, значение параметра R=Rc является бифуркационным. В результате этой бифуркации состояние равновесия y=0 продолжает существовать, но теряет устойчивость, и появляется еще два новых асимптотически устойчивых состояния равновесия 
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. Это бифуркация вилки или «пересечение один-три»; происхождение название станет понятным ниже из вида бифуркационной диаграммы. В самой точке бифуркации уравнение имеет одно устойчивое состояние равновесия y1=0, которое является трехкратным корнем правой части, так как функция f(y) и ее первая и вторая производные 
[image: image14.wmf])

(

y

f

y

¢

, 
[image: image15.wmf])

(

y

f

y

¢

¢

 обращаются в ноль при y=0. На рис. 2.5.8 представлены три качественно различных графика правой части уравнения (2.5.6) и три соответствующих фазовых портрета при прохождении параметром бифуркационного значения. 
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Рис. 2.5.9 Бифуркационная диаграмма; бифуркация «вилки» при R=Rc.

На рис. 2.5.9 изображена бифуркационная диаграмма, показывающая зависимость стационарных решений от параметра. Устойчивые ветви представлены сплошной линией, а неустойчивые – штриховой. Видно, что в точке бифуркации происходит пересечение двух ветвей стационарных решений, образуя фигуру, напоминающую вилку или трезубец. 


4. Бифуркация коразмерности два – трехкратное равновесие. Модель простейшей автокаталитической реакции. Описанные выше три бифуркации стационарных состояний наиболее часто встречаются в моделях. Сейчас мы исследуем еще одну бифуркацию, отвечающую более сильному вырождению уравнения. Рассмотрим ее на примере модели одной химической реакции. 


Из школьного курса химии известен закон действующих масс, справедливый для многих химических реакций, идущих в газообразной или жидкой фазе. В реакции, где два вещества Х и У, реагируя, дают вещество  Z (X+У(Z), скорость изменения концентрации вещества Z пропорциональна произведению концентраций веществ X и У. Коэффициент пропорциональности называется постоянной реакции k. Обозначая через  x, y, z  концентрации соответствующих веществ, можно записать

dz/dt=kxy.                                                                                   (2.5.8)

В самом деле, для того, чтобы реакция шла, молекулы вещества X должны сталкиваться с молекулами вещества У. Очевидно, вероятность этого пропорциональна числу молекул X в единице объема (т.е. концентрации x). Точно так же она должна быть пропорциональна концентрации y. Коэффициент пропорциональности k зависит от размеров молекул, их скоростей и т.д. Это и отражает формула (2.5.8). Если в реакции n молекул вещества X взаимодействуют с одной молекулой вещества У, то изменение концентрации вещества  Z   пропорционально  xny.

Рассмотрим схему более сложной реакции:



              k1                       k3
A + 2X ( 3X ,           X ( B .                               (2.5.9)

             k2                       k4
Полная реакция имеет вид А ( В. В ходе этой реакции вещество А превращается в вещество В через промежуточный продукт X. Молекулы вещества X производятся при участии молекул того же сорта X в качестве катализатора. Такие реакции называются автокаталитическими. Эти реакции описываются нелинейными по некоторым концентрациям зависимостями.

В схеме реакции учтены не только прямые реакции, скорости которых определяются постоянными k1 и k3, но и обратные, константы которых равны соответственно k2 и k4. В качестве идеализации будем рассматривать открытую систему. Предположим, что она может взаимодействовать с неограниченными резервуарами веществ А и В. В результате этого концентрации веществ А и В можно считать постоянными. Исходя из закона действующих масс, можно записать кинетическое уравнение, определяющее изменение концентрации вещества X со временем:

dх/dt = ( k2x3 + k1 Ax2 ( k3x + k4B                                     (2.5.10)

Правая часть полученного автономного уравнения (9) представляет собой полином третьей степени. Автокаталитические реакции, которые описываются нелинейными уравнениями с кубической нелинейностью, часто встречаются в химической кинетике. В частности, в реакции, протекающей в верхних слоях атмосферы, образование озона происходит при тройном столкновении атомов кислорода:



O + O2 + M ( O3 + M,

где М некоторая частица, роль которой состоит в отведении энергии, выделяющейся в этой реакции. Кроме того выражения для скоростей ряда биохимических реакций в некоторых предельных случаях также можно свести к кубическому виду.

Проведем качественное исследование уравнения (2.5.10). Решения этого уравнения зависят от значений шести параметров: k1, k2, k3, k4, А и В. Из физического смысла они неотрицательные так же, как и само решение. Все множество параметров разобьем на два подмножества внутренних и внешних параметров. К множеству внутренних параметров относятся коэффициенты k1, k2, k3 и k4, которые определяют кинетику реакции. Обычно они измеряются в эксперименте и считаются неизменными. К внешним параметрам относятся такие параметры, как парциальные давления газов, температура и др., которые можно достаточно произвольно задавать в эксперименте. В рассматриваемом случае к множеству внешних параметров отнесем концентрации веществ А и В, которые можно изменять. Именно в зависимости от значений параметров А и В проведем бифуркационный анализ системы, и построим параметрический портрет рассматриваемой модели химической реакции. Будем интересоваться I(м квадрантом плоскости: А(0 и В(0. Как было сказано выше, фазовый портрет автономного обыкновенного дифференциального уравнения полностью определяется характером и расположением его стационарных точек. Исследуем стационарные состояния уравнения (2.5.10), которые являются нулями функции f(x,():

f(x,() = (k2x3 + k1 Ax2 ( k3x + k4B = 0,                             (2.5.11)

где ( = (А, В) – вектор параметров.

Разделив уравнение (2.5.11) на k2>0, приведем его к виду:

(x3 + рx2 ( qx + r= 0,                                                            (2.5.12)

где   p = k1A/k2(0,   q = k3/k2(0,   r = k4B/k2(0,

Уравнение (2.5.12) в свою очередь заменой переменных y=x+p/3(0 приводится к виду:

f1(y,() = (y3 + р1y + q1 = 0,                                                 (2.5.13)

где  p1=p2/3–q,   q1=2p3/27–qp/3+ r,   (=(p1,q1) – вектор параметров.
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Рис. 2.5.10 Бифуркационная диаграмма (в центре) и фазовые портреты в
                  окрестности точки бифуркации «трехкратное равновесие».

В зависимости от значения дискриминанта D:  D=4p13–27q12 кубическое уравнение (2.5.13) имеет один, два или три действительных корня (при D<0 – один действительный корень (и два комплексно-сопряженных); при D=0 – два действительных корня, один из которых кратный; D>0 – три действительных корня). Эти корни описывают стационарные состояния обыкновенного дифференциального уравнения (2.5.10). Для определения их устойчивости надо исследовать знак функции (2.5.13) в окрестности каждого из положений равновесия. 

Бифуркационная диаграмма системы (2.5.10) на плоскости параметров (p1,q1) изображена на рис. 2.5.10. На ней проведены линии седло-узловой бифуркации sn1 и sn2, на которых дискриминант D обращается в ноль (
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). Эти линии образуют полукубическую параболу (с острием в точке С), разбивающую всю плоскость параметров на две области. Для значений параметров, лежащих внутри полукубической параболы (область 2), в системе имеются три положения равновесия (два устойчивых и одно неустойчивое между ними), а для лежащих вне (область 1) – одно устойчивое положение равновесия. Состояния равновесия попарно сливаются на бифуркационных линиях sn1 и sn2. На рис. 2.5.10 a,b,c,d,e представлены графики правой части и фазовые портреты системы (2.5.10), описывающие все возможные качественно-различные случаи. 

Точка С отвечает слиянию всех трех положений равновесия в одно y0. То есть y0((*)– трехкратный корень уравнения (2.5.13). Таким образом, точка С описывает бифуркацию коразмерности два ( трехкратное равновесие (Cusp). В точке С одновременно обращаются в нуль первая и вторая производные функции f1(y,(): 

(((*) = f1 (y(y0,(*) = f1 ((yy(y0,(*) = 0                                   (2.5.14)

и выполняется следующее условие невырожденности:



f1 (((yyy(y0,(*)(0.

Отметим, что при бифуркационных значениях параметров отображение проектирования многообразия f1(y,()=0 на пространство параметров имеет особенность типа «сборка» (см. рис. 2.5.11). 
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Рис. 2.5.11 Слиянию трех положений равновесия отвечает 

особенность типа «сборка».


5. Явление гистерезиса. Рассмотрим теперь динамическое поведение системы, описываемое автономным дифференциальным уравнением с правой частью (2.5.13). Зафиксируем один из параметров (например р1) и будем изменять второй (q1) так, чтобы пересечь область множественности. Это соответствует горизонтальному разрезу плоскости параметров (p1,q1) вдоль прямой l, как показано на рис. 2.5.11. При медленном изменении параметра в системе будет успевать устанавливаться режим, соответствующий устойчивому состоянию равновесия. Он описывает стационарную скорость реакции. Будем двигаться по прямой l в сторону увеличения q1. При малых значениях параметра q1 в области (1) очевидно будет наблюдаться единственный устойчивый стационар, в данном случае соответствующий низкой концентрации y. Этот же стационар будет наблюдаться и в области множественности (2) после пересечения прямой l линии бифуркации sn1. Никаких бифуркаций с этим стационаром не произошло при входе в область множественности. На рис. 2.5.11 представлена зависимость стационарной концентрации y от значения q1. Стрелками указано направление изменения параметра. Плавному изменению параметра соответствует плавное изменение значения стационарной скорости реакции. Стационар y1 будет наблюдаться вплоть до точки бифуркации sn2. То есть, до тех пор, пока параметр не достигнет бифуркационного значения, при котором дискриминант обратится в нуль и произойдет слияние с неустойчивым стационаром y2 (см. рис. 2.5.11). При дальнейшем малом увеличении параметра произойдет резкое изменение стационарной скорости реакции ( «срыв равновесия», и система перейдет в другое состояние равновесия, соответствующее высокой концентрации y (перепрыгнет на другую ветвь стационарных решений). Далее при увеличении параметра состояние равновесия y3 будет плавно изменяться. Теперь рассмотрим, что будет происходить в системе при обратном изменении параметра q1. Очевидно, что вплоть до точки бифуркации sn1 будет наблюдаться стационарное состояние y3. В этой точке при уменьшении параметра произойдет «срыв» равновесия, и система снова вернется в состояние равновесия y1. Таким образом, при прямом и обратном изменении параметра переход системы с одной ветви стационарных состояний на другую происходит при разных значениях параметра. Это явление называется гистерезисом, или петлей гистерезиса. Оно наблюдается во многих химических, физических и др. системах и имеет многочисленные применения на практике. 


3. Бифуркации стационарных состояний в системе n-уравнений.

1. Этапы параметрического анализа. Рассмотрим несколько основных наиболее часто встречающихся бифуркаций стационарных состояний в автономной системе ОДУ n-го порядка:
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                                                     (2.5.15)
где 
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 активный параметр системы.

Все описанные выше бифуркации в уравнении первого порядка, а именно: «седло-узловая», «обмен устойчивостью», «вилки» и бифуркация ко-размерности 2 «трехкратный корень» имеют место и в системе (2.5.15). В грубых системах на плоскости кроме положений равновесия основу фазового портрета составляют предельные циклы и сепаратрисы, связывающие седловые стационарные точки с другими стационарами (узлами или фокусами) и предельными циклами. В системах третьего порядка и выше существуют странные аттракторы, седловые циклы, гомо и гетероклинические траектории, которые наряду со стационарными точками и предельными циклами являются основой топологической структуры фазового портрета. 

Бифуркация происходит, когда меняется фазовый портрет системы. Бифуркации бывают локальные и нелокальные. Локальные бифуркации связаны с изменением фазового портрета в окрестности одной из точек равновесия. Нелокальные бифуркации связаны с появлением или исчезновением особых траекторий в фазовом пространстве, таких как предельные циклы и сепаратрисы седел в системе на плоскости. В типичных случаях при переходе через критическое значение параметра бифуркацию претерпевает какое-либо положение равновесия, цикл или сепаратриса, и перестройка качественной структуры, происходит только в окрестности этого носителя бифуркации в фазовом пространстве. В остальной части фазового пространства структура фазового портрета не изменяется. Для каждого типа бифуркации в окрестности критического значения параметра существует свой характерный параметрический портрет, или бифуркационная диаграмма. Бифуркационная диаграмма с указанием фазового портрета для каждого множества разбиения и есть описание бифуркации. Так были описаны все рассмотренные нами бифуркации в уравнении на прямой. Мы строили бифуркационную диаграмму и приводили фазовые портреты системы для значения параметра до критического значения, в критической точке и после нее.

В системах с одним параметром могут встречаться, как правило, лишь простые бифуркации, например, слияние двух состояний равновесия. В системах с двумя параметрами могут происходить те же бифуркации, что и в однопараметрических, но возможны и более сложные бифуркации, связанные с касанием или пересечением различных линий бифуркации. Так рассмотренная выше бифуркация «трехкратный корень» может быть описана только в рамках двухпараметрического исследования. Она происходит в точке бифуркации, в которой сливаются две линии седло-узловой бифуркации (см. на рис. 2.5.10 бифуркационную диаграмма и фазовые портреты в окрестности точки этой бифуркации). Аналогично в системах с тремя параметрами встречаются однопараметрические, двухпараметрические и трехпараметрические бифуркации. Последние связаны с точками пересечения трех бифуркационных поверхностей.

Таким образом, каждая бифуркация характеризуется необходимым для ее реализации числом параметров. Это число называется коразмерностью бифуркации. Коразмерность характеризует сложность бифуркации. Чем выше коразмерность бифуркации, тем больше ей отвечает различных фазовых портретов и тем сложнее эти фазовые портреты. Так в окрестности седло-узловой бифуркации коразмерности один имеется всего три типа фазовых портретов (см. рис. 2.5.4 и рис. 2.5.3), а в окрестности бифуркации коразмерности два трехкратный корень» ( пять (см. рис. 2.5.10). 

Бифуркационный, или параметрический анализ изучаемой нелинейной системы (модели) включает в себя несколько этапов: 

1) Разбиение совокупности всех имеющихся параметров на внутренние, которые характеризуют данную систему и являются неизменными, и внешние, которые могут быть изменены в эксперименте. Например, внутренними параметрами химических реакций являются предъэкспоненты и энергии активаций, а внешними – температура и парциальные давления газов, объем и другие параметры химического реактора. Определение базового набора значений параметров. Выделение среди внешних параметров активных параметров (числом один, два, три), которые с той или иной целью хотелось бы попробовать изменить в эксперименте. 

2) Нахождение и исследование всех стационарных решений для базового набора параметров.

3) Последовательное проведение бифуркационного анализа. Сначала выделяется главный параметр и проводится однопараметрический анализ стационарных состояний. Найденные точки бифуркации коразмерности один дают возможность проведения двух параметрического анализа, который в свою очередь выявляет бифуркационные точки коразмерности два. Последние являются начальными точками для проведения трехпараметрического анализа.

4) Бифуркация Андронова-Хопфа, в результате которой из сложного фокуса рождается предельный цикл (будет рассмотрена ниже), во многих случаях дает начало для проведения бифуркационного анализа периодических решений. 

Итак, пусть автономная система n-го порядка (2.5.15) при 
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 имеет стационарное решение 
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. Будем исследовать эволюцию этого стационара при изменении параметра 
[image: image22.wmf]m

. Зависимость стационарного решения от параметра определяется системой неявных уравнений:
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Разрешимость системы (2.5.16) в виде явной зависимости 
[image: image24.wmf])
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 определяется теоремой о неявной функции и зависит от свойств матрицы линеаризации:
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(где 
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матрица). Система уравнений (2.5.16) описывает кривую в 
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 мерном пространстве (
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 является 
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-ой переменной). Бифуркации являются особыми точками этой кривой. Они происходят при критических значениях параметра, когда обращается в ноль одно или более собственных значений матрицы А, или реальная часть пары комплексно сопряженных значений обращается в ноль. Как правило, чем сильнее вырождена в точке бифуркации матрица А, тем сложнее бифуркация. 

В точках бифуркации кривая, заданная неявной системой (2.5.16) либо делает поворот, либо самопересекается, либо в этой точке пересекаются две или несколько ветвей стационарных решений. От кривой стационарных решений в точках бифуркации отходят ветви периодических решений. Проекция кривой на любую из плоскостей (
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) задает бифуркационную диаграмму. Опишем некоторые бифуркации.


2. Седло-узловая бифуркация, при которой сливаются два состояния равновесия и при дальнейшем изменении параметра ( исчезают. В этом случае одно собственное значение матрицы Якоби А на стационаре обращается в нуль 
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. Поскольку определитель матрицы А равен произведению собственных значений, то и он обращается в нуль 
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. Если при этом ранг расширенной матрицы 
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 (размером 
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, в которой последний столбец – это частные производные правых частей системы по параметру) равен 
[image: image36.wmf]n

, то эта точка бифуркации не является особой для кривой в пространстве – в этой точке кривая делает поворот (см. бифуркационные диаграммы на рис. 2.5.4. и 2.5.10). 

Рассмотрим седло-узловую бифуркацию для системы на плоскости (
[image: image37.wmf]2
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). Модельная система для такой бифуркации зависит от одного параметра и имеет вид:
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где 
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 ( некоторые фиксированные параметры, 
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 ( активный параметр. Система (2.5.18) имеет две различные бифуркационные диаграммы, определяемые знаком 
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. Исследуем случай 
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. При 
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 система имеет два грубых положения равновесия: 
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Матрица линеаризации
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на первом стационарном состоянии имеет два отрицательных собственных значения, следовательно это устойчивый узел, а на втором стационаре – одно положительное собственное значение, а другое – отрицательное, значит, это – седло (см. рис. 2.5.12 а). В точке бифуркации при 
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 они сливаются, образуя негрубую стационарную точку – седлоузел (см. рис. 2.5.12 б), от которой пошло название данной бифуркации. При 
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 равновесия исчезают (см. рис. 2.5.12 в). На бифуркационной диаграмме ветвь стационарных решений в точке бифуркации испытывает поворот (см. рис. 2.5.12 г).

                           (а)                            (б)                              (в)                            (г)
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Рис. 2.5.12 Фазовые портреты для седло-узловой бифуркации на плоскости и бифуркационная диаграмма.


Следующие две бифуркации не являются «нормальными» в системе с одним параметром. Однако, в приложениях из-за симметрии в уравнениях или по другим причинам они встречаются довольно часто, и мы их рассмотрим.


3. Уравнение разветвления. Пусть матрица линеаризации А (2.5.17) рассматриваемой системы нелинейных уравнений (2.5.16) в точке бифуркации (
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) вырождена, причем ранг А равен 
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. Не нарушая общности можно считать, что 
[image: image52.wmf]0

,

0

*

*

=

=

m

y

, так как в противном случае можно сделать преобразование 
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Предположим, что левый верхний минор порядка 
[image: image54.wmf]1
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 матрицы А отличен от .нуля. Этого всегда можно достичь перенумерацией переменных. По теореме о неявной функции, примененной к первым 
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 уравнениям, найдем:
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Подставив найденные выражения в оставшееся 
[image: image57.wmf]n

-е уравнение, мы получим так называемое уравнение разветвления:
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Поскольку нас интересует лишь малая окрестность точки (
[image: image59.wmf]*
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), функцию (2.5.21) разложим в ряд Тейлора, ограничиваясь некоторым числом членов разложения. Обозначив для удобства 
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, уравнение разветвления представим в виде:
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(Линейный по х член в этом уравнении отсутствует, так как 
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Каждая бифуркация характеризуется своим набором членов разложения уравнения разветвления (2.5.22). Рассмотрим вид уравнения (2.5.22) для различных бифуркаций.

Случай 1: р1(0 и р2(0 соответствует, уже рассмотренной выше седло-узловой бифуркации. Главными членами разложения в окрестности точки бифуркации являются первые два, и уравнение (2.5.22) принимает вид:

p1( + p2х2 = 0,   или   х2 = ( p1(/p2.                                   (2.5.23)

Отсюда следует, что если p1/p2(0, то при ((0 существуют две ветви х1,2(() стационарных решений, которые «сливаются» при (=0 и исчезают при ((0. Если p1/p2(0, то ветви существуют при ((0. Асимптотики ветвей при (( 0 имеют вид:

х1(()=s
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х2(()=(s
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Случай 2: р1=0 и р2(0 соответствует бифуркации «обмен устойчивостью», или «пересечения два на два». Главные члены уравнения разветвления имеют вид:

p2х2 + p3х( + p4(2 =0.                                                           (2.5.25)

Если  D=p32 (4p2p4>0, то система имеет две ветви стационарных решений как при  ((0, так и при  ((0. Асимптотики ветвей при (((0 имеют вид: 



х1(()=s1(+o((2),    х2(()=(s2(+o((2),   

s1=((р3+
[image: image66.wmf]D

)/2p2,   s2=((р3(
[image: image67.wmf]D

)/2p2.                          (2.5.26)

Можно доказать, что одна из этих ветвей стационарных состояний является асимптотически устойчивой, а другая – неустойчивой. Ветви пересекаются при бифуркационном значении параметра (2.5.27)=(*, образуя полуустойчивое равновесие – негрубую систему. Здесь они обмениваются устойчивостью. Характерный вид бифуркационных диаграмм в окрестности рассматриваемой точки бифуркации представлен на рис. 2.5.13. Неустойчивые ветви обозначены пунктирной линией, а устойчивые – сплошной. 
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Рис. 2.5.13

Случай 3: р1=0, р2=0, р3(0, р5(0 соответствует бифуркации «вилки» или «пересечения один-три». Уравнение разветвления принимает вид:

p3х( + p4(2+ p5х3=0.                                                             (2.5.27)

Кубическое уравнение (2.5.27) в зависимости от значения параметра может иметь либо один корень, либо три. Обозначив через 



s1=
[image: image68.wmf]5
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,    s2=p4/p3,   

найдем асимптотики трех ветвей при (( (0:



u1(()=s1
[image: image69.wmf]m

+o((),   

u2(()=(s1
[image: image70.wmf]m

+о((),                                                    (2.5.28)

u3(()=s2(+o(().

Рис. 2.5.14

Если  p3/p5(0,   то первая и вторая ветви существуют при  ((0,   а третья – при  ((0. Если p3/p5(0, то наоборот. На рис. 2.5.14 представлены два типа бифуркационных диаграмм, описывающие поведение системы в окрестности точки бифуркации вилки для разных соотношений между коэффициентами p3, p4 и p5. Устойчивые ветви изображены сплошной линией, а неустойчивые – штриховой. 
4. Бифуркация Андронова-Хопфа о рождении предельного цикла из сложного фокуса. 

1. Теорема. Важнейшей бифуркацией, приводящей к появлению в системе автоколебаний, является бифуркация рождения цикла из стационарной точки типа сложного фокуса. Эта бифуркация была открыта и изучена советским математиком А. Андроновым для системы ОДУ на плоскости в 1928 г. Позднее она была обобщена на случай системы ОДУ n-го порядка (n(2) немецким математиком Хопфом. 

Рассмотрим эту бифуркацию для случая (n=2). 
Пусть система (2.5.15) при каждом значении параметра  (  имеет стационарное состояние  ys((), которое является устойчивым при  (((0  и неустойчивым при  (((0. Выясним, при каких условиях при (=(0 в системе рождается малый предельный цикл, который является новым аттрактором системы при  (((0. Сначала рассмотрим пример.

Пример 2.5.1 Исследовать фазовые портреты следующей автономной однопараметрической системы при изменении параметра ( от (( до  +(. 


[image: image71.wmf]ï

î

ï

í

ì

+

-

+

-

=

¢

+

-

+

=

¢

).

(

),

(

2

2

2

2

y

x

x

y

x

y

y

x

x

y

x

x

m

m

                                                 (2.5.29)


Решение. Эта система уже нам встречалась при  (=1 (см. пример 2.4.4, уравнения (2.4.30)). Начало координат (0,0) является единственной стационарной точкой системы (2.5.29) при всех значениях параметра. Линеаризованная система имеет вид (2.5.29:
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Собственные значения линейной системы (2.5.30) легко найти:  (1,2=((i, что означает, что начало координат является устойчивым фокусом при ((0 и ( неустойчивым фокусом при ((0, как в линейной, так и нелинейной системе (2.5.29). При (=0 собственные значения чисто мнимые: (1,2=(i, и точка (0,0) в линейной системе – центр, а в нелинейной системе мы ничего не можем сказать о типе точки, поскольку в этом случае теорему о линеаризации применять нельзя. 


Делая преобразования аналогичные тем, что в примере 2.4.4, перейдем в полярные координаты: x=rcos(,  y=rsin(; r ( 0. В полярных координатах система (2.5.29) принимает  вид:
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Из уравнений (2.5.31) видно, что при ((0 система она имеет одну стационарную точку: r=0, а при ((0 ( две стационарные точки: r=0 и 
[image: image75.wmf]m
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. Точка r=0 – соответствует началу координат  (0,0); точка  
[image: image76.wmf]m
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 – окружности радиуса 
[image: image77.wmf]m

 или циклу, на фазовой плоскости. Из системы (2.5.31) следует, что при ((0,  dr/dt(0  при 
[image: image78.wmf]m
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и dr/dt(0 при 
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. Таким образом, все траектории, отличные от точки покоя (0,0) стремятся к циклу   при t(+(, наматываясь на него как спирали как с внутренней стороны, так и с внешней. При ((0 единственная стационарная точка – начало координат, представляет собой устойчивый фокус, и траектории системы закручиваются на точку (0,0) как спирали. При  (=0, dr/dt=(r3,  и решения системы ( тоже спирали, наматывающиеся на начало координат. Однако, в этом случае вблизи точки (0,0) они закручиваются с меньшей скоростью, чем при ((0. Такая особая точка называется сложным фокусом. Различные типы фазовых портретов показаны на рис. 2.5.15.
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Рис. 2.5.15  Фазовые портреты системы (2.4.29) с параметром: а) устойчивый фокус;

б) устойчивый сложный фокус; в) устойчивый предельный цикл, окружающий неустойчивый фокус.

Таким образом, при изменении параметра ( система (2.5.29) в точке (=0 претерпевает бифуркацию. Собственные значения линеаризованной системы становятся чисто мнимыми. Говорят, что пара комплексно сопряженных собственных значений перешла через мнимую ось. Состояние равновесия (0,0) теряет свою устойчивость, и из него возникает устойчивый предельный цикл, радиус которого растет как 
[image: image83.wmf]m

, по мере удаления параметра от точки бифуркации. Это и есть бифуркация рождения цикла, отвечающая за возбуждение автоколебаний. В других нелинейных системах эта бифуркация имеет те же черты. Сейчас мы сформулируем достаточные условия возникновения цикла из стационарного состояния. Будем считать, что стационарное состояние изолированное и находится в начале координат, в противном случае сделаем замену переменных. Правые части автономной системы обладают необходимой гладкостью. 

Теорема 2.5.1 (О рождении цикла из сложного фокуса). Пусть система с параметром

dx/dt = f1(x, у, ();      dу/dt = f2(x, у, ()                             (2.5.32)
имеет неподвижную точку в начале координат при всех значениях действительного параметра (; собственные значения линеаризованной системы  (1(() и (2(() являются чисто мнимыми при  (=(0. Если для действительной части собственных значений  Re[(1,2(()]  выполняется условие d/d((Re[(1,2(()])|(=(0>0 и начало координат – асимптотически устойчивая стационарная точка при (=(0, то

1) (=(0 является точкой бифуркации для системы;

2) существует интервал значений параметра ((1,(0), (<(0, такой, что при ((((1,(0) начало координат является устойчивым фокусом;

3) существует интервал значений параметра  ((0,(2), (>(0, такой, что при ((((0,(2) начало координат (  неустойчивый фокус, окруженный предельным циклом, размер которого растет с возрастанием (,  как 
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Доказательство теоремы выходит за рамки настоящего курса, однако, технику применения теоремы мы здесь продемонстрируем на рассмотренном выше примере 2.5.1. Покажем, что система (2.5.29) испытывает в начале координат бифуркацию Андронова-Хопфа при (=0, не сводя ее к полярной системе координат.   


Проверим, что условия теоремы выполняются. Как было показано ранее собственные значения линеаризованной системы комплексно сопряженные при ((0 (1,2=((i  и  чисто мнимые при (=0. При (<0 стационарная точка (0,0) является неустойчивым фокусом, а при (>0 – устойчивым фокусом. Условие для производной также выполняется: d/d((Re[(1,2(()])|(=0=1>0. И наконец, как было показано, при (=0 начало координат – асимптотически устойчивая неподвижная точка – сложный фокус.

Следовательно, по теореме 2.5.1 система (2.5.29) претерпевает бифуркацию Андронова-Хопфа при (=0, и в ней при (>0 рождается устойчивый предельный цикл, окружающий начало координат.


Наиболее трудно проверяемым условием теоремы является установление асимптотической устойчивости состояния равновесия при бифуркационном значении параметра, в котором линеаризованная система имеет стационарную точку – центр, и теорема о линеаризации не работает. Поэтому обычно пользуются альтернативной формулировкой теоремы Андронова – Хопфа, в которой требование асимптотической устойчивости точки покоя при (=(0 заменяется на вычисление некоторого индекса l1((0), называемого первой ляпуновской величиной. Знак первой ляпуновской величины определяет устойчивость периодического режима, родившегося в результате бифуркации Андронова-Хопфа. Значительно проще этот индекс вычисляется для автономных систем, приведенных к так называемой нормальной форме Пуанкаре. Поэтому вначале приводят систему к нормальной форме с помощью замены переменных, а потом вычисляют l1((0). 


Приведем алгоритм вычисления первой ляпуновской величины для системы:
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Он состоит из следующих этапов:

1) линеаризуем систему (2.5.33) в окрестности стационарного состояния:
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2) вычислим собственные значения матрицы Якоби А, и найдем бифуркационное значение параметра (=(0, при котором она имеет чисто мнимые собственные значения   (1,2=(i( 0,  (0>0.

3) если матрица  А  при   (=( 0  имеет вид:
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то это означает, что система находится в нормальной форме Пуанкаре. В противном случае находят неособую матрицу М, такую что матрица  J=М-1АМ  имеет вид (2.5.34);

4) систему (2.5.33) при (=(0 с помощью замены переменных х=Мy, преобразуют к виду:
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5) находят частные производные правой части системы (2.5.35) по своим аргументам вплоть до третьего порядка и вычисляют величину:

l1 = (0 (Y1111+ Y1122+ Y2112+ Y2222) +                                  (2.5.36)
+ (Y111Y211(Y111Y112+ Y211 Y212+ Y222Y212 ( Y122Y112(Y122Y222),
где   Yijk = d2gi /dyjdyk|(0,0) ,    Yijkl = d3gi /dyjdykdyl|(0,0).
Если величина l1<0 имеет отрицательный знак, то при (>(0 появляется устойчивый предельный цикл. Если величина l1>0, то цикл рождается при (<(0, и он является неустойчивым; неустойчивый цикл окружает устойчивое положение равновесия и является границей области притяжения этого равновесия. При l1<0 бифуркацию рождения цикла называют сверх или надкритической, при l1>0 ее называют подкритической.

Нахождение предельного цикла с помощью бифуркации Андронова-Хопфа рассмотрим на примере известной модели «брюселлятора».

2. Модель брюселлятора


Лефевером и Николисом в 1971 г. была предложена простая модель колебательных процессов в химических системах. Они исследовали последовательность химических реакций 
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Считалось, что обратными реакциями можно пренебречь. Необратимость автоматически поддерживает систему в неравновесном режиме. Третья стадия носит автокаталитический характер и обеспечивает кубическую нелинейность, необходимую для возникновения автоколебаний. Концентрации исходных веществ 
[image: image90.wmf]A

 и 
[image: image91.wmf]B

 поддерживаются в реакторе постоянными, а продукты реакции 
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 и 
[image: image93.wmf]E

 удаляются из реактора. 


Уравнения химической кинетики для концентраций x, y промежуточных продуктов 
[image: image94.wmf]X

 и 
[image: image95.wmf]Y

 приводятся к системе автономных уравнений вида:
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где 
[image: image97.wmf]a

 и 
[image: image98.wmf]-

b

 некоторые положительные параметры.

Исследование системы (2.5.37) начнем с изучения стационарных состояний. Для нахождения стационарных решений запишем систему:
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которая дает единственное стационарное состояние с координатами 
[image: image100.wmf]a

b

y

a

x

s

s

=

=

,

. Линеаризация системы в этой точке имеет матрицу коэффициентов
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Определитель этой матрицы равен 
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, так что устойчивость стационарной точки определяется следом: 
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, то след равен нулю, и линеаризованная система имеет два чисто мнимых собственных значения. Характеристическое уравнение для определения собственных значений имеет вид:
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Отсюда получаем:
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Линия нуля дискриминанта уравнения (2.5.39) отделяет узлы от фокусов.
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Отсюда получаем, что система имеет: 


в области I       при      
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в области II      при    
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в области III     при       
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в области IV     при       
[image: image116.wmf]b
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Диаграмма стационарных состояний системы (2.5.37) изображена на рис. 2.5.16.

Зафиксируем параметр 
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, и будем менять параметр 
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. Это соответствует вертикальному разрезу на диаграмме. При 
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 бифуркации Андронова-Хопфа. Чтобы применить теорему Хопфа сместим состояние равновесия в начало координат, введя локальные координаты 
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           [image: image124.jpg]



Проверим асимптотическую устойчивость неподвижной точки при 
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. Матрица А (2.5.38) в этом случае имеет вид, не соответствующий канонической форме (2.5.34):
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Для приведения системы (2.5.42) к каноническому виду сделаем замену переменных:
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Действительно матрица М удовлетворяет равенству: 




[image: image128.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

0

0

1

2

2

2

2

1

a

a

a

a

a

a

M

M

.

Приведенная система имеет вид:
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Теперь можно вычислить ляпуновский показатель по формуле (2.5.36), и так как только 
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Отсюда следует, что когда параметр 
[image: image133.wmf]b

 возрастает и проходит через критическое значение 
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, в системе (2.5.37) возникает устойчивый предельный цикл, окружающий стационарную точку 
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, таким образом, является линией бифуркации Андронова-Хопфа 
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. На рис. 2.5.17 изображен фазовый портрет системы (2.5.37) до и после прохождения параметром бифуркации Андпронова-Хопфа. На рис. 2.5.17 б жирной линией изображен предельный цикл, а тонкими линиями траектории, которые на него наматываются изнутри и снаружи.
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Рис. 2.5.17. Фазовый портрет системы до (а) и после прохождения параметром бифуркации Андпронова-Хопфа (б). (а) устойчивый фокус (
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); (б) устойчивый предельный цикл, окружающий неустойчивый фокус (
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4. Бифуркации периодических решений.

Здесь мы кратко опишем наиболее часто встречающиеся в приложениях бифуркации периодических решений. Для определенности будем рассматривать автономную систему ОДУ третьего порядка (
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 лежат внутри единичной окружности на комплексной плоскости: 
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. Предположим, что параметр ( возрастает, (( ( бифуркационное значение параметра и 
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Опишем бифуркации, связанные с потерей устойчивости цикла, то есть с выходом одного или пары комплексно-сопряженных мультипликаторов на единичную окружность.
1. Седло-узловая бифуркация циклов. Эта бифуркация аналогична седло-узловой бифуркации стационарных решений. При 
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. При дальнейшем увеличении параметра циклы исчезают. Вблизи точки бифуркации асимптотика второго мультипликатора имеет вид у устойчивого цикла: 
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Выше эта бифуркация была подробно исследована аналитически для системы второго порядка (2.4.76).
2. Бифуркация удвоения периода цикла. В этом случае при 
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3. Бифуркация Андронова-Хопфа. Выше мы эту бифуркацию рассматривали, находясь на стационарном решении, теперь мы опишем, что происходит с циклом при приближении к бифуркационному значению параметра. При 
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4. Бифуркация рождения двумерного тора. В этом случае мультипликаторы цикла 
[image: image180.wmf])

,

(

~

m

t

y

 комплексные, причем при 
[image: image181.wmf]*

m

m

<

 
[image: image182.wmf]1

,

)

(

2

1

2

,

1

<

=

±

=

l

l

b

a

m

l

i

. В точке бифуркации (( мультипликаторы выходят на единичную окружность (
[image: image183.wmf]1

,

*)

(

2

1

2

,

1

=

=

±

=

l

l

b

a

m

l

i

) и цикл 
[image: image184.wmf])

,

(

~

m

t

y

 теряет устойчивость. При 
[image: image185.wmf]*

m

m

>

 вблизи неустойчивого цикла 
[image: image186.wmf])

,

(

~

m

t

y

 (
[image: image187.wmf]1

2

1

>

=

l

l

) рождается устойчивый инвариантный тор. Асимптотика модуля мультипликатора вблизи точки бифуркации имеет вид: 
[image: image188.wmf]0

,

1

~

)

(

2

,

1

>

=

-

const

c

c

d

d

l

. 
5. Бифуркация «вилки» периодических решений. Эта бифуркация может иметь место в системах, обладающих свойством симметрии; например, в системе Лоренца, подробно рассмотренной в следующем разделе. Она аналогична бифуркации вилки для стационарных состояний. При 
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Следующие две бифуркации являются глобальными и характеризуются стремлением периода цикла к бесконечности.
6. Бифуркация петли сепаратрисы седла. Эта бифуркация может произойти, только если в системе кроме стационарного состояния, связанного с циклом 
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 имеется еще стационарная точка типа седла. При приближении к бифуркационному значению параметра (
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 цикл превращается в петлю сепаратрисы седла и исчезает при дальнейшем изменении параметра. Для периода цикла асимптотика имеет вид: 
[image: image203.wmf]0

,

ln

~

)

(

0

>

=

+

-

const

c

c

c

d

d

t

.
7. Бифуркация петли сепаратрисы седло-узла. Эта бифуркация также может произойти, только если цикл находится в области множественности стационарных состояний. По мере приближения к бифуркационному значению параметра размер цикла медленно возрастает, а период стремится в бесконечность. При этом стационарная точка типа узла в фазовом пространстве системы приближается к стационарной точке типа седла. Имеется сепаратриса, соединяющая эти две точки. В момент бифуркации при 
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 эти две точки сливаются, образуя негрубую точку типа седло-узел, а сепаратриса замыкается, превращаясь в петлю. При этом цикл сливается с петлей сепаратрисы седло-узла, и при дальнейшем изменении параметра исчезает. Для периода цикла справедлива асимптотика: 
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Рис. 2.5.16  Диаграмма стационарных состояний в модели «брюселлятор». 
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