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2.2. Фазовые портреты линейных систем (n=2,3). 

Модели боевых действий, гонки вооружений и др.
1. Линейные системы на плоскости. Существует немало математических моделей, в основе которых лежат системы линейных ОДУ. Сначала изучим фазовые портреты линейной однородной системы двух обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. В векторной форме она имеет вид:
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где А - постоянная матрица 2(2 с действительными коэффициентами, y=(y1,y2) – неизвестный вектор. Известно, что решение системы (2.2.1) надо искать в виде



y=(e(t.                                                                                   (2.2.2)

Подставляя (2.2.2) в уравнение (2.2.1) получаем задачу на собственные значения ( и собственные векторы ( матрицы А: 



(А ( (Е) ( = 0.                                                                         (2.2.3)

Собственные значения являются корнями характеристического уравнения



det(А ( (Е) = 0,

или


(2 ( (trA)( + detA = 0,                                                           (2.2.4)

где   trA=a11+a22  ( след матрицы  А,    detA=a11a22(a12a21  ( ее определитель.

Решая квадратное уравнение, находим (1,2:



(1,2 = 0.5(trA (
[image: image2.wmf]D

),  где   D = (trA)2(4detA.                 (2.2.5)

Собственные векторы определяются из уравнения (2.2.3) с точностью до произвольного множителя. 

Выше на примере исследования одного автономного дифференциального уравнения мы установили, что точки, в которых правая часть обращается в ноль, играют особую роль в определении структуры фазового портрета. Они соответствуют стационарным решениям или состояниям равновесия (покоя) системы (2.1.1), их также часто называют критическими точками. Стационарное решение представляет собой отдельную траекторию, состоящую из одной точки в фазовом пространстве, к которой стремятся другие траектории при t(( или при t(-(. Для системы (2.2.1) стационарные решения находятся из уравнения



Ay=0.                                                                                          (2.2.6)

Будем рассматривать простые линейные системы, в которых матрица А не особая, т.е. detА(0 и, следовательно, матрица А не имеет нулевых собственных значений. Тогда единственным стационарным решением уравнения (2.2.6) является точка y=0, то есть система имеет единственную изолированную неподвижную точку в начале координат фазовой плоскости. 

Исследуем структуру фазовой плоскости системы (2.2.1) в зависимости от характера ее собственных значений (1 и (2. Начнем с изучения фазовых портретов простых канонических систем, то есть систем в которых матрица А имеет жорданову форму. Из курса линейной алгебры известно что:

(а) любую двумерную линейную систему (2.2.1) с помощью замены переменных
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где М действительная неособая матрица, можно свести к эквивалентной ей канонической системе
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где   J=M-1AM   ( жорданова форма матрицы А.


(б) жорданова матрица J в зависимости от характера собственных значений (1 и (2 принадлежит к одному из четырех ниже приведенных типов:


(a)
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(б)
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                                                      (2.2.9)


(в)
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В случае (г) собственные значения комплексные   (1=(+i(,  (2 =((i(, где  (=0.5trA,  (=0.5
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, в остальных случаях действительные. Понятно, что собственные значения матрицы J совпадают с собственными значениями матрицы А. 

Случай 1. Различные действительные собственные значения одного знака. В этом случае матрица  J  имеет тип (2.2.9а), где (1 и (2 или оба положительные, или оба отрицательные, и система (2.2.8) распадается на два независимых уравнения:
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Общее решение имеет вид:



x(t) = С1(1е(1t + С2 (2е(2t. где С1, С2 ( R.                     (2.2.10)

Собственные векторы  (1=(1,0)Т, (2=(0,1)Т ортонормированны и их направление совпадает с направлением осей. Если собственные значения (1 и (2 отрицательные, то решение (2.2.10) при всех действительных значениях С1 и С2 стремится к критической точке x=0 при t((. Нарисуем фазовый портрет системы для этого случая. Для определенности положим: (1<(2<0. Если начальная точка находится на прямой, определяемой собственным вектором (1 (С2 =0) или (2 (С1=0), то она остается на этой прямой при всех значениях t, приближаясь к началу координат при t((. Для определения поведения траекторий при произвольных значениях С1 и С2, перепишем выражение (2.2.10) в виде:



x(t) = е(2t(С1(1е((1((2)t + С2 (2).                                         (2.2.11)

Поскольку (1((2<0, то для достаточно больших значений t, член С1(1е((1((2)t становится пренебрежимо мал по сравнению с членом С2(2 при С2(0. Это означает, что траектория не только приближается к началу координат при t((, но при этом касается направления (2; в данном случае оси ординат. Следовательно, все траектории, приближаясь к критической точке х=0, касаются собственного вектора (2, кроме одной траектории – прямой совпадающей с собственным вектором (1. Такая критическая точка называется узлом, точнее – устойчивым узлом. Фазовая плоскость системы в этом случае имеет вид, изображенный на рис. 2.2.1а. 


Если собственные значения (1 и (2 положительные и  0<(2<(1,  то траектории имеют тот же вид, что и на рис. 2.2.1а, но направление движения противоположное. Другими словами, траектории стремятся к началу координат при t(((, и при этом все траектории кроме одной касаются собственного вектора (2 (в данном случае оси ординат), отвечающего меньшему по модулю собственному значению (2 (((2(<((1(). Это неустойчивый узел (см. рис. 2.2.1б). 


                                       (а)                                         (б)
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Рис. 2.2.1 Фазовый портрет линейной канонической системы в случае узла, (а) – устойчивого ((2<(1<0), (б) – неустойчивого (0<(2<(1).

Случай 2. Действительные собственные значения противоположного знака. Пусть для определенности  (2<0<(1. Общее решение по-прежнему задается формулой (2.2.11). Если С1=0, то есть начальная точка находится на прямой задаваемой собственным вектором (2 (оси ординат), то она остается на этой прямой при всех значениях t, приближаясь к началу координат при t((. Если С2=0, то есть начальная точка находится на прямой задаваемой собственным вектором (1 (оси абсцисс), то она остается на этой прямой при всех значениях t, приближаясь к началу координат при t((( и уходя на бесконечность при t(+(. Это единственные траектории, которые входят или уходят из особой точки ( начала координат, и имеют вид радиальных лучей. Все остальные траектории проходят мимо особой точки и приближаются к оси абсцисс при t(+(, а к оси ординат при t(((. Такая стационарная точка называется седлом, или седловой точкой. На рис. 2.2.2 представлен фазовый портрет системы для этого случая. Таким образом, существует ровно две траектории, которые входят в седло и две траектории, которые выходят из седла. Эти траектории называются сепаратрисами. Сепаратрисы играют особую роль в фазовом портрете системы, определяя его качественную структуру. Как видно из рис. 2.2.2, они делят фазовую плоскость системы на четыре области с качественно различным поведением траекторий. 

[image: image13.jpg]Puc. 2.1. Pasnuunuie [eldicTBUTEJNbHBIE COOCTBEHHBIE 3HAUEHHUA OAHOI'0 3HAKa
TNOPOXKAAIT yaab, (a) — neycrodumseilt (A; > Ay > 0);  (b) — ycTroduHBLIA
(7\'2 < Aj <O). o ST o -

Puc. 2.2. I[encmmenbﬂble COﬁCTBeHHbIe 3Haqum IPOTHBOMOJOXKHEIX 3HAKOB
(Ay <0< Ay) nOpO}K}laIOT ceanQ, L e




Рис. 2.2.2 Фазовый портрет линейной канонической системы

в случае седла ((2<0<(1).
Случай 3. Равные действительные собственные значения. Теперь предположим, что (1=(2=(0 и рассмотрим случай (0<0. Если (0>0, то траектории ведут себя также, а направление нужно изменить на противоположное. В случае равных собственных значений, как мы видели, существует два типа канонических систем (2.2.9) б и в, в зависимости от того одно (б) или два собственных вектора (в) имеет исходная матрица А.

(а) Два независимых собственных вектора. В этом случае матрицы J и А диагональные, и общее решение системы (2.2.9) б задается формулой:



x(t) = е(0t(С1(1 + С2 (2),                                                      (2.2.12)

где (1 и (2 линейно независимые собственные векторы. Отношение x2(t)/х1(t)=С2(2/C1(1 не зависит от времени t, но зависит от координаты начальной точки на плоскости, которая в свою очередь определяется векторами (1 и (2 и произвольными постоянными С1 и С2. Таким образом, траектории системы представляют собой радиальные лучи, входящие в начало координат, как показано на рис. 2.2.3а. Эта особая точка называется дикритическим или звездным узлом. При (0<0 узел устойчив, при (0>0 ( неустойчив. 
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Рис. 2.2.3  (а) Звездный узел, устойчивый; (б) вырожденный узел, устойчивый. .

(б) Один независимый собственный вектор. В этом случае матрица J недиагональная (2.2.9)в, и система (2.2.8) имеет вид:
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Решая систему (2.2.13), находим, что:

х1(t) = е(0t(С1 + tС2),    х2(t) = е(0tС2,                                (2.2.14)

а фазовый портрет имеет вид, представленный на рис. 2.2.3б. В этом случае особая точка – начало координат называется вырожденным узлом; он устойчив при (0<0 и неустойчив при (0>0. Все траектории касаются собственного вектора (1=(1,0)Т, отвечающего собственному значению (0. Линия, на которой траектории меняют свое направление (поворачивают), является изоклиной вертикальных наклонов (векторное поле вертикально) и задается уравнением:    



dx1/dt = 0,    то есть   x2 = ((0х1.                                         (2.2.15)

Таким образом, она является прямой, проходящей через начало координат.

Случай 4. Комплексные собственные значения. Жорданова матрица задается в этом случае формулой (2.2.9) г, так что каноническая система имеет вид:
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Систему такого вида можно решить, перейдя к полярным координатам на плоскости:

x1 = r cos(,   x2 = r sin(,   r ( 0.                                       (2.2.17)

Заметим, что




r2 = х12 + х22,     tg( = x2/x1,    x1 ( 0,

и продифференцируем эти выражения по t. Получим:



2rdr/dt = 2x1dx1/dt + 2x2dx2/dt, 



sec2( d(/dt = x1-2(x1dx2/dt ( x2dx1/dt).                             (2.2.18)

Подставляя значения   dx1/dt   и   dx2/dt   из (2.2.16) в (2.2.18), получаем:



dr/dt = (r,    d(/dt = (.                                                       (2.2.19)

Решениями системы (2.2.19) будут:



r(t)= r0е( t,   r0 ( 0,    ((t) = ( t + (0,                                (2.2.20)

где r0 и (0 произвольные постоянные, определяющие положение точки на плоскости при t= 0. Из формул (2.2.20) следует, что при (>0 траектории системы представляет собой раскручивающиеся спирали, а при (<0 – закручивающиеся спирали. Такая особая точка называется фокусом; устойчивым при (<0 и неустойчивым при (>0. Фазовые портреты системы представлены на рис 2.2.4а и в. Параметр ( определяет угловую скорость вращения изображающей точки на спирали.

                                  (а)                                  (б)                                   (в)
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Рис. 2.2.4. Неустойчивый фокус, центр, устойчивый фокус.

Случай 5. Чисто мнимые собственные значения. В этом случае (=0 и каноническая система имеет вид:
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Переходя к полярным координатам (2.2.17) найдем, что



dr/dt = 0,    d(/dt = (.                                                          (2.2.22)

Решениями системы (2.2.22) являются: 



r(t)= r0,   r0 ( 0,    ((t) = ( t + (0,                                     (2.2.23)

где r0 и (0 константы. Следовательно, траектории представляют собой концентрические окружности с центром в начале координат, которые имеют направление против часовой стрелки (( >0). Эта особая точка называется центром; фазовая плоскость системы изображена на рис. 2.2.4б. Полный оборот вокруг центра изображающая точка делает за время  Т=2(/(. Таким образом, все решения системы (2.2.21) периодические с периодом Т= 2(/(; они описывают гармонические колебания: 

x1 = r0cos((t + (0),    x2 = r0sin((t + (0),                       (2.2.24)

амплитуда r0 которых определяется начальными условиями. 

2. Фазовый портрет произвольной линейной системы. Диаграмма состояний. Как было уже сказано, фазовый портрет произвольной линейной системы можно получить из фазового портрета для канонической системы (2.2.1) с помощью линейной замены переменных (2.2.7). Данное отображение является взаимно однозначным, так что каждая точка плоскости (х1,х2) имеет единственный образ на плоскости (y1,y2) и обратно. Кроме того, у является непрерывной функцией х, поэтому траектории переходят в траектории. Ориентация на траекториях также сохраняется. Другими словами, при переходе от канонической к линейной системе общего вида может происходить некоторая деформация и поворот фазового портрета системы. Однако линейные преобразования сохраняют все качественные особенности поведения решений, и тип особый точки при этом не изменяется. В частности, в случае седла направления сепаратрис на плоскости (y1,y2) создаются собственными векторами А, а в случае узла траектории системы касаются собственных векторов матрицы А при входе в особую точку. Если матрица А имеет чисто мнимые собственные значения, то начало координат является центром, а траектории системы в общем случае представляют собой эллипсы, окружающие особую точку 0. 

На рис. 2.2.5 (а)((е) изображено влияние различных линейных преобразований вида у=Мх на фазовые портреты канонической системы в случае седла, узла и фокуса.

                                          (а)                                             (б)
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Рис. 2.2.5.

Во всех рассмотренных выше случаях множество траекторий принадлежит к одному из следующих трех типов:

(а) Все траектории приближаются к особой точке у=0 при t((. Это бывает, когда собственные значения отрицательные или комплексные с отрицательной действительной частью. Начало координат в этом случае или устойчивый узел, или устойчивый фокус.

(б) Все траектории находятся в некоторой окрестности начала координат, но не приближаются к нему при t((. В этом случае собственные значения чисто мнимые, а особая точка центр.

(с) Некоторые траектории, а возможно и все, за исключением у = 0, уходят на бесконечность при t((. Это бывает тогда, когда, по крайней мере, одно из собственных значений положительное, или собственные значения комплексные с положительной реальной частью.

ТАБЛИЦА 2.2.1

Типы состояний равновесия линейной системы на плоскости

	Собственные значения
	Тип особой точки
	Устойчивость

	(1 > (2 > 0
	Узел
	Неустойчивая

	(1 < (2 < 0
	Узел
	Асимптот. устойчивая

	(2 < 0 < (1
	Седло
	Неустойчивая

	(1 = (2 > 0
	Дикритический узел
	Неустойчивая

	(1 = (2 > 0
	вырожденный узел
	Неустойчивая

	(1 = (2 < 0
	дикритический узел
	Асимптот. устойчивая

	(1 = (2 < 0
	Вырожденный узел
	Асимптот. устойчивая

	(1,2 = ( ( i(, ( ( 0
	Фокус
	Неустойчивая

	(1,2 = ( ( i(, ( ( 0
	Фокус
	Асимптот. устойчивая

	(1,2 = ( i(
	Центр
	Устойчивая


ДИАГРАММА
Типы фазовых портретов простой линейной системы второго порядка в зависимости от значений следа  trA  и определителя detA матрицы А
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Рис. 2.2.6

Ситуации, описанные в пунктах (а), (б) и (с) иллюстрируют понятия асимптотической устойчивости, устойчивости и неустойчивости состояния равновесия у = 0 системы (2.2.1) соответственно. 

Всю полученную в этом разделе информацию о характере фазовых портретов простой линейной системы второго порядка соберем в Таблице 2.2.1 и построим диаграмму ее состояний в зависимости от собственных значений матрицы А (см. характеристическое уравнение (2.2.4)), которые определяются величиной следа и определителя матрицы (рис. 2.2.6). 

3. Линейные системы в пространствах размерности, больше чем два. Для определения качественной структуры фазовых портретов систем линейных ОДУ размерности, больше чем два, можно поступить так же, как мы делали для систем на плоскости. А именно, исследовать поведение конечного числа канонических систем, с жордановой формой матриц. Тогда фазовый портрет любой другой линейной системы может быть получен из фазового портрета канонической системы с помощью линейного преобразования (2.2.4). 


Рассмотрим трехмерные системы. Действительные жордановы формы для 3х3 ( матриц имеют вид:


(а)

[image: image23.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

2

1

0

0

0

0

0

0

0

l

l

l

,

(б)

[image: image24.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

1

0

0

0

0

0

0

0

1

l

l

l


                                                                                                                            (2.2.25)


(в)
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где (,  (,   (0, (1, (2 ( R;    (0, (1, (2 – собственные значения матрицы А. В случае (г) матрица А имеет пару комплексно сопряженных собственных значений  (2,3=((i(. Заметим, что все формы в (2.3.25), кроме (в), можно разбить на диагональные блоки размерности 1 или 2. 

ТАБЛИЦА 2.2.2

Грубые состояния равновесия трехмерной канонической линейной системы

	Собственные значения
	Тип особой точки
	Устойчивость

	0 ( (0 ( (1 ( (2
	узел
	Неустойчивая

	(0 ( (1 ( (2 ( 0
	узел
	Асимптот. Устойчивая

	(0 ( (1 ( 0 ( (2
	седло
	Неустойчивая

	(0 ( 0 ( (1 ( (2
	седло
	Неустойчивая

	(1,2 = ( ( i(, ( ( (0 ( 0
	узел
	Асимптот. Устойчивая

	(1,2 = ( ( i(, (0 ( ( ( 0
	фокус
	Асимптот. Устойчивая

	(1,2 = ( ( i(, 0 ( (0 ( (
	узел
	Неустойчивая

	(1,2 = ( ( i(, 0 ( ( ( (0 
	фокус
	Неустойчивая

	(1,2 = ( ( i(,  ( ( 0 ( (0
	седло-фокус
	Неустойчивая

	(1,2 = ( ( i(, (0 ( 0 ( ( 
	фокус
	Неустойчивая



В зависимости от расположения собственных значений (0, (1, (2 на комплексной плоскости возможны 10 грубых состояний равновесия (см. Таблицу 2.2.2) и 4 вырожденных. Если собственные значения действительные различные и отрицательные, и упорядочены так, что 0>(0>(1>(2, то состояние равновесия является устойчивым узлом. Причем, все траектории при t(+( стремятся к 0, касаясь собственного вектора (0, отвечающего наименьшему по модулю собственному значению (0, если начальная точка не лежит в плоскости ((1,(2), натянутой на два других собственных вектора. Для канонической системы вектор (0 совпадает с направлением оси х0. 


Если собственные значения действительные различные и положительные, то состояние равновесия является неустойчивым узлом.


Если собственные значения действительные и разных знаков, то состояние равновесия является седлом. Здесь может быть два случая: В первом случае система имеет два отрицательных характеристических корня и один положительный (0(0, (1((2(0, а во втором наоборот – два положительных и одно отрицательное. В первом случае фазовое пространство сжимается по двум направлениям и растягивается по третьему. При t(+( все траектории стремятся в бесконечность, прижимаясь к оси х0. 

Теперь рассмотрим состояние равновесия в системе:
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Пусть для определенности  (1<0,  (<0,  (>0. Блочная структура матрицы позволяет отделить уравнение для x3 от первых двух. Действительно, система (2.2.26) эквивалентна двум системам:
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Такой процесс позволяет нам выяснить основные качественные черты трехмерного фазового портрета. 
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Рис. 2.2.7

Уравнение (2.2.27) означает, что проекции траекторий на плоскость  х3=0  дают устойчивый (так как (<0) фокус; притягивающая спираль пробегается против часовой стрелки ((>0). Так как (1<0,  то (х3(t)( экспоненциально убывает при возрастании  t.  Типичная траектория системы (2.2.26) изображена на рис. 2.2.7. Спираль, получающаяся при проектировании на плоскость   х3=0,   разворачивается в нечто вроде винтовой линии с убывающим радиусом и ходом. 


Если (=0,  то проекции траекторий на плоскость  х3=0 представляют собой концентрические окружности с центром в начале координат. Сама траектория движется против часовой стрелки по поверхности цилиндра, образуя винтовую линию с убывающим ходом.

4. Необходимый признак асимптотической устойчивости линейных систем.

Рассмотрим линейную систему ОДУ n-го порядка. Пусть она имеет единственную неподвижную точку, находящуюся в начале координат. Сформулирует без доказательства теоремы об устойчивости и неустойчивости стационарной точки.

Теорема 2.2.1 Если все корни характеристического уравнения det(А((Е)=0 имеют отрицательные действительные части, то неподвижная точка асимптотически устойчива.

Теорема 2.2.2 Если хотя бы один корень характеристического уравнения det(А((Е)=0 имеет положительную действительную часть, то неподвижная точка неустойчива по Ляпунову.

Теорема 2.2.3 Если характеристическое уравнение системы имеет простые корни с нулевой действительной частью или простые чисто мнимые корни, либо простой нулевой корень и простые чисто мнимые корни, а все остальные корни (если они имеются) имеют отрицательные действительные части, то неподвижная точка устойчива по Ляпунову (нейтральная устойчивость).

Легко видеть, что рассмотренные выше случаи n=1, n=2 и n=3 являются частными случаями линейной системы ОДУ n-го порядка.

Если для системы невысокого порядка 
[image: image31.wmf]3
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 нетрудно найти корни характеристического многочлена и определить устойчивость стационарного состояния, то для системы более высокого порядка решение характеристического уравнения представляет трудность. Однако, асимптотическую устойчивость неподвижной точки можно определить, не решая характеристическое уравнение, а используя критерий Раусса-Гурвица.

Рассмотрим критерий Раусса-Гурвица. Характеристическое уравнение для системы n-го порядка запишем в виде:
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Из коэффициентов характеристического уравнения (2.2.29) составим матрицу, называемую матрицей Раусса-Гурвица Р:
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Для того чтобы все корни характеристического многочлена имели строго отрицательные действительные части, необходимо и достаточно, чтобы все главные диагональные миноры матрицы Р (2.2.30), составленные из коэффициентов характеристического полинома (2.2.29), были строго положительны:
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Критерий Раусса-Гурвица является критерием асимптотической устойчивости для линейных систем. Посмотрим, как он работает для систем второго и третьего порядков.

Пусть 
[image: image35.wmf]n

=2, тогда характеристическое уравнение имеет вид (2.2.29):

(2 +А1( + А2 = 0,                                                                   (2.2.32)
А1=( (trA)=-(а11+а22);    А2= detA= а11а22 ( а12а21.                 

Построим матрицу Раусса-Гурвица:
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Условия критерия Раусса-Гурвица:
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соответствуют неравенствам:

trA<0,     detA>0,

из которых следует, что стационарная точка является асимптотически устойчивым фокусом или узлом (см. Диаграмму).

Рассмотрим теперь систему 3-х ОДУ. Характеристический многочлен имеет вид:

(3 + А1(2 + А2( + А3 = 0,                                                     (2.2.33)
А1=( (trA)=-(а11+а22+ а33);      
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А3= ( detA;

Условия Раусса-Гурвица (2.2.31) для системы трех уравнений принимают вид:


trA=а11+а22+ а33 < 0;   detA < 0;    R=A1A2( А3>0.                  (2.2.34)

Для определения типа стационарной точки необходимо знать знак дискриминанта кубического уравнения (2.2.33):
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В зависимости от знака D характеристическое уравнение (2.2.33) имеет либо три действительных корня (D(0), либо один действительный и пару комплексно-сопряженных корня (D(0).

5. Некоторые линейные математические модели.

5.1. Модель Ланкастера борьбы двух армий. Рассмотрим математическую модель, описывающую противоборство между двумя противниками, предложенную Ланкастером. Главными переменными в этой модели являются численности сторон. Проигрывает тот, у кого численность в какой-то момент времени становится равной нулю.

Пусть y1(t) – численность первой армии, а y2(t) – численность второй. В общем случае для изменения численности армии y(t) справедливо уравнение:
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где 
[image: image41.wmf]a

V

 – скорость боевых потерь, 
[image: image42.wmf]b

V

 – скорость потерь от всех других причин, болезней, дезертирства и т.д., 
[image: image43.wmf]c

V

 – скорость подхода подкреплений. В первом приближении будем считать, что боевые потери намного превосходят не боевые, а подкрепление практически отсутствует. Тогда можно написать:
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где 
[image: image45.wmf]a

 – мощность оружия первой армии, а 
[image: image46.wmf]b

 – мощность оружия второй армии. Степень боевой подготовки, степень вооруженности, уровень и опыт командного состава, моральный дух и многие другие факторы, влияющие на боевую мощь, здесь не учитываются. Выясним, кто же побеждает в этой модели. Для этого построим фазовый портрет системы; будем интересоваться первым квадрантом фазовой плоскости, где численности неотрицательные:
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 является седлом. Собственные значения находятся из уравнения [image: image49.wmf]ab
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 из которого получаем, что они действительные и разных знаков: 
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. Нетрудно найти соответствующие им собственные векторы: 
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. Входящая в седловую точку сепаратриса направлена вдоль вектора 
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, а выходящая – вдоль вектора 
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. Разделим второе уравнение на первое и найдем первый интеграл:
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отсюда имеем
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Сепаратрисы представляют собой прямые, отвечающие значению const=0:
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они разделяет области с разным поведением траекторий. Наклон траекторий определяется из уравнения (2.2.37). Траектории имеют горизонтальный наклон на оси ординат, а вертикальный – на оси абсцисс. Фазовый портрет изображен на рис. 2.2.8.
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Рис. 2.2.8
Изменение численностей армий происходит вдоль гипербол. По какой именно гиперболе пойдет война зависит от начальной точки. Если начальная точка лежит выше сепаратрисы, то численность первой армии уменьшается до нуля за конечное время и выигрывает вторая армия. Если начальная точка лежит ниже сепаратрисы, то выигрывает первая армия. В разделяющем эти два случая состоянии, когда начальная точка лежит на сепаратрисе, война заканчивается истреблением обеих армий. Но на это требуется бесконечно большое время: конфликт идет в тлеющем режиме, когда оба противника обессилены. 

Из соотношения (2.2.38), описывающего разделительную линию «победы-поражения», следует квадратичный закон боевых действий: для борьбы с превосходящим в n – раз противником (
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5.2. Модель Ричардсона гонки вооружений. 

Рассмотрим, как будут наращивать свои вооружения две враждующие страны. В первом приближении можно считать, что каждая из стран увеличивает расходы на вооружение пропорционально уровню затрат другой стороны, то есть 
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где y1(t) – расходы на вооружение первой страны, а y2(t) – второй; 
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 и 
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 положительные коэффициенты, характеризующие скорости наращивания вооружений. Модель (2.3.46) имеет очевидный недостаток: рост затрат на вооружение ничем не лимитируется. Естественно предположить, что чем больше уровень затрат, тем меньше скорость его прироста. Тогда получаем систему уравнений: 
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где коэффициенты  n  и  m больше нуля.


Льюис Ричардсон предложил учитывать степень недоверия или враждебности между противниками, даже если они не угрожают друг другу, и включить в модель соответствующие члены. Окончательно система уравнений, описывающая наращивание вооружений между двумя враждующими странами, принимает вид:
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где положительные коэффициенты 
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 характеризуют степень недоверия, а отрицательные 
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 – степень доброй воли.


Дополним систему (2.2.42) начальным состоянием вооружений 
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 и исследуем возможную динамику развития процесса в зависимости от значения коэффициентов и начальных условий. Пусть все коэффициенты положительные. Построим фазовые портреты системы. Найдем стационарное состояние системы 
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 и определим его тип. Состояние равновесия удовлетворяет линейной системе двух алгебраических уравнений:
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Ее решением является стационарная точка: 
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, которая находится в первом квадранте и является устойчивым узлом, если выполняется неравенство:
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В этом случае определитель и след матрицы А равны: 
[image: image72.wmf]0

,

0

<

-

-

=

>

-

=

D

n

m

T

mn

A

A

ab

. Фазовый портрет, соответствующий данному случаю представлен на рис. 2.2.9а. Уравнения (2.2.42) и (2.2.43) описывают прямые 
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 на плоскости 
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, которые представляют собой главные изоклины системы (2.2.40) на фазовой плоскости: изоклину вертикальных наклонов (2.2.42) и горизонтальных (2.2.43). 

Физический смысл условия (2.2.44) состоит в том, что параметр наращивания вооружений 
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 меньше, чем параметр сдерживания вооружений 
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. Мы видим, что все траектории стремятся к состоянию равновесия. Вне зависимости от начального уровня вооружений двух стран, в этом случае достигается «баланс сил». Если коэффициенты, описывающие степень недоверия равны нулю (
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                                           Рис. 2.2.9

Если выполняется обратное неравенство: 
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, то состояние равновесия находится в нефизической области фазового пространства (третьем квадранте) и является седлом. Фазовый портрет изображен на рис. 2.2.9б. В этом случае равновесие невозможно, имеет место неограниченная гонка вооружений:  
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Для проверки своей достаточно упрощенной модели Ричардсон собрал данные о гонке вооружений перед первой мировой войной (с 1909 по 1913 г.) двух блоков: России и Франции, Германии и Австро-Венгрии (расходы Англии, Италии и Турции не учитывались). Переменная 
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 характеризует военные затраты первого блока, а 
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 второго. Он составил таблицу военных бюджетов для четырех стран. Для сравнения модели с реальными данными Ричардсон положил, что 
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. Тогда, сложив два уравнения в (2.2.41), получаем уравнение для изменения суммарного бюджета всех стран:
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Или
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где 
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Общее решение уравнения (12) задается формулой:
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где 
[image: image89.wmf]0
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 – суммарный начальный бюджет стран на начало конфликта. Из формулы (2.2.47) следует, что суммарный бюджет экспоненциально растет, если 
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 один год, Ричардсон убедился, что все четыре экспериментальные точки легли на одну прямую, что вполне соответствует зависимости (2.2.47).  

5.3. Колебания в линейных системах. Груз на пружине. 
Положение груза на пружине описывается смещением у относительно положения равновесия. За положительное направление примем движение груза вверх, за – отрицательное вниз. На груз действуют сила тяжести 
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), пропорциональная скорости и направленная против вектора скорости. Уравнение движения груза на пружинке подчиняется второму закону Ньютона:
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Уравнение (2.2.48) перепишем в виде:




[image: image99.wmf]0

2

2

2

=

+

+

y

dt

dy

dt

y

d

w

g

,                                                        (2.2.49)

где 
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[image: image102.wmf]y

x

=

 и 
[image: image103.wmf]dt

dy

z

/

=

, получаем систему:




[image: image104.wmf]z

dt

dx

=

,      
[image: image105.wmf]z

z

dt

dz

g

w

-

-

=

2

.                                                (2.2.50)

Стационарное состояние совпадает с началом координат точкой (0,0). 


Исследуем тип стационарной точки в зависимости от значения коэффициента сопротивления 
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При 
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 собственные значения чисто мнимые, в остальных случаях имеют отрицательную действительную часть, что характеризует асимптотическую устойчивость стационарной точки. 

1) При 
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. Точка покоя – центр. Груз на пружине совершает свободные незатухающие гармонические колебания около положения равновесия с частотой 
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 начальное отклонение от положения равновесия. Трение отсутствует, система консервативная, полная энергия 
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, равная сумме кинетической и потенциальной энергии пружины сохраняется:
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2) При 
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 собственные значения комплексно-сопряженные. Точка покоя – асимптотически устойчивый фокус. Система диссипативная. Наличие трения приводит к рассеянию механической энергии, превращению ее в тепло. Груз совершает затухающие колебания около положения равновесия с частотой 
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Система в случае 
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 называется слабо демпфированной.

3) При 
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 собственные значения матрицы А становятся действительными и равными 
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 стремится к бесконечности, и при 
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 колебания прекращаются. Такая система называется критически демпфированной. Положение равновесия (0,0) – вырожденный узел. В зависимости от начального положения груз или стремится к 
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 собственные значения различные действительные отрицательные, так что начало координат (0,0) является устойчивым. При 
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; следовательно, главные направления приближаются к координатным осям. Траектории системы становятся все более крутыми, и скорость 
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 очень быстро убывает. Такая система называется сильно демпфированной. Это движение в вязкой среде с огромным трением.
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