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2.3 Фазовые портреты нелинейных систем. Модель конкуренции двух видов.
В этом разделе мы рассмотрим фазовые портреты нелинейной динамической системы на плоскости, заданной двумя автономными обыкновенными дифференциальными уравнениями первого порядка. Такая система лежит в основе многих моделей. Мы видели, что качественное поведение линейной системы на плоскости и нелинейной системы на прямой полностью описывается типом ее неподвижных точек. В отличие от этого фазовые портреты нелинейной динамической системы на плоскости не всегда задаются характером ее стационарных точек. В общем случае качественная структура фазового портрета такой системы определяется типом и взаимным расположением положений равновесия, сепаратрис и, так называемых, предельных циклов, которые будут рассмотрены в следующем разделе. 
1. Локальное и глобальное поведение. Рассмотрим систему двух автономных нелинейных дифференциальных уравнений:
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                                                                   (2.3.1)
Функции  fi(y1, y2),  i= 1,2  непрерывны и имеют непрерывные частные производные в некоторой области D фазового пространства: D ( R2.
Определение 2.3.1 Окрестностью ( точки  y0 фазового пространства R2 называется любое подмножество R2, содержащее круг  {y: (y – y0((r} некоторого радиуса r(0.

Определение 2.3.2 Часть фазового портрета системы, находящаяся в окрестности  (  точки   y0, называется сужением фазового портрета на  (.

Эти определения иллюстрируются на рис. 2.3.1 для простой линейной системы. При исследовании нелинейных систем нам часто приходится встречаться с сужениями полных, или глобальных фазовых портретов на некоторую окрестность точки  y0,  которую можно выбирать, сколь угодно малой. Такое сужение называется локальным фазовым портретом в точке y0.
                   (а)                                             (б)                                        (в)
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Рис. 2.3.1 (а) – фазовый портрет системы 
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; (б) – сужение на начало координат; (в) – сужение на окрестность точки у0 ( 0.

На рис. 2.3.1 представлены глобальный фазовый портрет линейной системы 
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 и два локальных фазовых портрета в окрестности двух точек. Сначала рассмотрим сужение простой линейной системы на некоторую окрестность ( начала координат, которое является стационарной точкой системы. Существует окрестность  (' ( (  такая, что сужение этого фазового портрета на (' качественно эквивалентно глобальному фазовому портрету линейной системы. Другими словами, существует непрерывное взаимно однозначное соответствие между (' и R2, отображающее сужение фазового портрета на (' на полный фазовый портрет. Этот результат проиллюстрирован на рис. 2.3.1б. Каждую траекторию на глобальном фазовом портрете, изображенном на рис. 2.3.1а, можно поставить в соответствие некоторой траектории сужения на  (',  и наоборот. 
Если же мы рассмотрим сужение линейной системы, на окрестность любой другой точки, не являющейся стационарной точкой, то локальный портрет не будет эквивалентен глобальному фазовому портрету. Это хорошо видно из рис. 2.3.1с, на котором показан локальный фазовый портрет в окрестности (':{(y1,y2)|, а<y1 <b, c<y2<d; a,c>0; b,d>0}. Таким образом, фазовый портрет простой линейной системы определяется характером ее стационарной точки. 
Нелинейные системы могут иметь более одной неподвижной точки, и для каждой из них можно построить локальный фазовый портрет. 
2. Линеаризация. Локальный фазовый портрет нелинейной системы.
Пусть нелинейная система имеет неподвижную точку в начале координат. В противном случае, делая замену переменных в уравнении (1)
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где (
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) – координаты стационарной точки на плоскости, сместим ее в начало координат
Определение 2.3.3  Допустим, что систему (2.3.1) можно записать в виде:
y1( = ay1 + by2 + g1(y1, y2);
y2(= cy1 + dy2 + g2(y1, y2),                                                  (2.3.2)
где    [gi(y1, y2)/r] ( 0    при    r = (y12 + y22)1/2 ( 0.    
Линейная система 
y1( = ay1 + by2,   y2(= cy1 + dy2                                              (2.3.3)
называется линеаризацией системы (2.3.2) (или линеаризованной системой, соответствующей (2.3.2) в начале координат); а компоненты линейного векторного поля системы (2.3.3) называются линейной частью системы (2.3.2).
Стандартный способ получения линеаризации состоит в использовании разложения правых частей системы (1) в ряд Тейлора. Поскольку правые части являются непрерывно дифференцируемыми функциями в некоторой окрестности точки 
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, то справедливо представление:
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                 (2.3.4)
где значения частных производных взяты в стационарной точке, волна над фазовыми переменными опущена. Остаточные члены Ri(y1,y2) удовлетворяют условию:
lim[Ri (y1, y2)/r] = 0,   r = 
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Таким образом, линеаризованная система  y(=Ay, где матрица линеаризации A, или матрица Якоби, как ее называют, имеет вид:
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Теорема 2.3.1 (Теорема о линеаризации.) Пусть нелинейная система (2.3.1) имеет простую неподвижную точку у=0 (то есть в линеаризованной системе 
[image: image12.wmf]0
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). Тогда в окрестности начала координат фазовые портреты этой системы и ее линеаризации качественно эквивалентны, если только неподвижная точка линеаризованной системы не является центром. (То есть, собственные значения линеаризованной системы имеют действительную часть, отличную от нуля). 
Эта важная теорема здесь не доказывается. Теорема о линеаризации лежит в основе одного из основных методов исследования нелинейных систем – метода исследования устойчивости по линейному приближению. 
Заметим, что аналогия между неподвижными точками нелинейных систем и их линеаризацией более тонкая, чем просто качественная эквивалентность. В достаточно малой окрестности неподвижной точки векторное поле нелинейной системы близко количественно к векторному полю линеаризованной системы. Кроме того, при исследовании нелинейных систем существенны направления сепаратрис соответствующих линеаризаций. Они дают нам направления нелинейных сепаратрис в неподвижной точке. Эти направления называются главными направлениями в данной неподвижной точке
Сепаратрисой называется траектория, которая входит в неподвижную точку (или выходит из нее), касаясь некоторого фиксированного направления. Из этого определения следует, что касательные к сепаратрисам линеаризованной системы являются касательными и к сепаратрисам нелинейной системы.
Пример 2.3.1. Применить теорему о линеаризации и нарисовать фазовый портрет системы:
dy1/dt = y1 + 4y2 + ey1 ( 1,      
dy2/dt = ( y2 ( y2ey1                                                        (2.3.6)
Решение. Неподвижная точка системы (2.3.6) совпадает с началом координат: 
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=(0,0). Дифференцируя правые части по переменным y1 и y2, найдем матрицу линеаризации (2.3.5):
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откуда ясно, что линеаризация имеет вид:
dy1/dt = 2y1 + 4y2,      dy2/dt = (2y2.                                    (2.4.8)
Это простая линейная система с седлом в начале координат (так как 
[image: image15.wmf]0
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). 
Направления сепаратрис задаются собственными векторами  (1,0)T  и  (1,–1)T матрицы А. Они соответствуют собственным значениям (1 =2, (2 = –2. Движение по сепаратрисе первого направления идет по прямой y2=0 от начала координат (сепаратриса неустойчива), а по сепаратрисе второго направления,  прямой  y2=(y1 – к стационарной точке (0,0) (сепаратриса устойчива) (см. рис. 2.3.2б). 
Для нелинейной системы (2.3.6) существует некоторая окрестность начала координат, в которой нелинейные сепаратрисы имеют вид, указанный на рис. 2.3.2а. Это следует из того, что на прямой  y2=(y1  справедливо  dy2/dy1((1 (dy2/dy1<(1)  при y1(0  (y1>0).
Подытоживая сказанное о соответствии локального фазового портрета нелинейной системы и ее линеаризации в окрестности простого стационарного состояния, приведем сводку о типах стационарных точек в Таблице 2.3.1. 

ТАБЛИЦА 2.3.1.
Типы состояний равновесия нелинейной системы на плоскости
	
	Линеаризованная система
	Нелинейная система

	Собственные значения
	Тип особой точки
	Устойчивость
	Тип особой точки
	Устойчивость

	(1 > (2 > 0
	Узел
	Неустойчивая
	Узел
	Неустойчивая

	(1 < (2 < 0
	Узел
	Ас. устойчив.
	Узел
	Ас. устойчив.

	(2 < 0 < (1
	Седло
	Неустойчивая
	Седло
	Неустойчивая

	(1 = (2 > 0
	Дикрит. или вырожд. узел
	Неустойчивая
	Узел или фокус
	Неустойчивая

	(1 = (2 < 0
	Дикрит. или вырожд. узел
	Асимптот. устойчивая
	Узел или фокус
	Асимптот. Устойчивая

	(1,2 = ( ( i(, 
( ( 0
	Фокус
	Неустойчивая
	Фокус
	Неустойчивая

	(1,2 = ( ( i(, 
( ( 0
	Фокус
	Асимптот. устойчивая
	Фокус
	Асимптотичес. устойчивая

	(1,2 = ( i(
	Центр
	Устойчивая
	Центр или фокус
	Не определен


                               (а)                                                      (б)

[image: image16.jpg]



Рис. 2.3.2 Фазовый портрет нелинейной системы (2.3.6) (а) и ее линеаризации – (б)


3. Модель физического маятника. Понятия асимптотической устойчивости, устойчивости и неустойчивости можно наглядно продемонстрировать на примере колебаний физического маятника. Рассмотрим маятник, изображенный на рис. 2.3.3. Он представляет собой систему, состоящую из тела массой 
[image: image17.wmf]m

, прикрепленного к одному концу невесомого и нерастяжимого стержня длиной 
[image: image18.wmf]L

. Другой конец стержня закреплен на оси в точке О, так чтобы стержень мог свободно вращаться в плоскости, перпендикулярной оси О. 
[image: image19.jpg]c|do /dt|





Рис. 2.3.3
Положение маятника описывается углом 
[image: image20.wmf]q

, который составляет стержень с вертикалью. За положительное направление примем движение маятника против часовой стрелки. На маятник действуют сила тяжести 
[image: image21.wmf]mg

, направленная вертикально вниз, сила натяжения стержня 
[image: image22.wmf]T

, направленная вдоль стержня, и сила сопротивления 
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), пропорциональная скорости и направленная против вектора скорости. Уравнение движения маятника нетрудно вывести из закона изменения момента импульса при вращательном движении:
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где 
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 момент импульса тела, 
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момент силы тяжести и 
[image: image28.wmf]-

-

dt

d

cL

q

момент силы сопротивления, относительно т. О. Момент силы натяжения равен нулю. 

Уравнение (2.3.9) перепишем в виде:
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где 
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. Уравнение второго порядка (2.3.10) сведем к системе двух уравнений первого порядка. Вводя обозначения 
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Стационарные точки, найдем, приравнивая правые части системы (2.3.11) к нулю:
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Получим: 
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, где 
[image: image40.wmf]-
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целое. Эти точки соответствуют двум физическим положениям равновесия маятника, которые находятся на одной вертикале с точкой подвеса О; одно ( под т. О и отвечает 
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, другое – над т. О и отвечает 
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. Интуитивно ясно, что первое устойчиво, а второе нет. 

Точнее, если тело вывести из нижнего положения равновесия, то оно будет колебаться с затухающей амплитудой из-за трения, пока не остановится в нижнем положении равновесия, соответствующему минимуму потенциальной энергии. Этот тип движения иллюстрирует асимптотическую устойчивость. 
                               (а)                                 (б)                                      (в)
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Рис. 2.3.4

Если же тело слегка сместить с верхнего положения равновесия, оно начнет быстро падать под действием силы тяжести. Этот тип движения иллюстрирует неустойчивость.

Наконец рассмотрим идеальную ситуацию, когда силой сопротивления можно пренебречь (
[image: image44.wmf]0
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). В этом случае, если маятник слегка вывести из нижнего положения равновесия, то он будет колебаться с постоянной амплитудой бесконечно долго. Это движение устойчиво, но не асимптотически устойчиво. Заметим, что такие колебания в действительности наблюдать нельзя, поскольку всегда присутствует, хоть и слабое, сопротивление воздуха и трение об ось в точке прикрепления О, которые в конце концов приведут к остановке маятника в нижней точке. Эти три типа движения показаны схематически на рис. 2.3.4. 
Проведем теперь более подробные исследования. Для этого линеаризуем систему (2.3.11) в окрестности ее стационарных состояний. 
Линеаризованная система около точки покоя (0,0) будет иметь вид:


[image: image45.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

y

x

y

x

dt

d

g

w

2

1

0

                                                  (2.3.12)
и совпадать с линейной системой, описывающей малые колебания маятника, когда можно положить 
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В верхней точке равновесия 
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 линеаризация будет иметь вид:
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где 
[image: image50.wmf]v

y

x

u

=

-

=

,

p

.

Исследуем тип стационарной точки (0,0), отвечающей нижнему положению равновесия в зависимости от значения коэффициента сопротивления 
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). Линейная система (2.3.12) была подробно изучена выше. Собственные значения матрицы  А  в этом случае имеют вид:
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1) При 
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. В линейной системе (2.3.12) точка покоя – центр. Как будет показано в следующей главе, в нелинейной системе (2.3.11) точка покоя (0,0) тоже является центром. Маятник совершает незатухающие колебания с постоянной амплитудой и частотой. Механическая энергия сохраняется.
2) При 
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 собственные значения комплексно-сопряженные, точка покоя – асимптотически устойчивый фокус и в системе (2.3.11), и в ее линеаризации.
3) При 
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 в линейной системе мы имеем вырожденный узел, а в нелинейной системе (2.3.11) точка покоя (0.0) может быть или устойчивым узлом, или фокусом.
4) При 
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 собственные значения различные действительные отрицательные, так что начало координат (0,0) является устойчивым узлом и в системе (2.3.11), и в ее линеаризации. 

Теперь рассмотрим поведение маятника вблизи верхней точки равновесия 
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. Здесь поведение нелинейной системы аппроксимируется линеаризацией (2.3.14). Собственные значения матрицы  А  в этом случае действительные и разных знаков при любом значении 
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Значит, точка покоя 
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 является седлом и в линейной, и нелинейной системах.

На рис. 2.3.5 изображен типичный фазовый портрет системы (2.3.14) для слабо демпфированного случая (
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Рис. 2.3.5 Фазовый портрет системы (2.3.11) для случая 
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4. Обыкновенные точки. Любая точка фазовой плоскости, которая не является неподвижной точкой системы (2.3.1), называется обыкновенной точкой этой системы. Таким образом, если y0 – обыкновенная точка, то f(y1, y2)(0, и в силу непрерывности функции f существует некоторая окрестность точки y0, содержащая только обыкновенные точки. Это означает, что локальный фазовый портрет в обыкновенной точке не содержит неподвижных точек. Существует важный результат относительно качественной эквивалентности таких локальных фазовых портретов – теорема о выпрямлении векторного поля или о трубке траекторий.
Теорема 2.4.2 (Теорема о трубке траекторий или о выпрямлении векторного поля). В достаточно малой окрестности обыкновенной точки y0 системы (2.3.1) существует дифференцируемая взаимно однозначная замена переменных x=X(y),   переводящая исходную систему в систему  x=(0,1)T.
Теорема о трубке траекторий гарантирует существование новых координат, обладающих указанным выше свойством, по крайней мере, в некоторой окрестности произвольной обыкновенной точки любой системы. Таким образом, все локальные фазовые портреты в обыкновенных точках качественно эквивалентны.
5. Глобальный фазовый портрет. С помощью теорем о линеаризации и о выпрямлении векторного поля можно установить вид локального фазового портрета в простейших неподвижных точках и во всех обыкновенных точках. Однако этой информации не всегда бывает достаточно для того, чтобы определить полный фазовый портрет системы.
Пример 2.3.2. Найти и расклассифицировать неподвижные точки системы:
dy1/dt = 2y1 ( y12,      dy2/dt = ( y2 + y1y2.                    (2.3.17)
Попытаться выяснить, какие фазовые портреты для нее возможны.
Решение. Система имеет неподвижные точки: т. А=(0,0) и т. В=(2,0). Линеаризация системы в этих точках дает:
dy1/dt = 2y1,       dy2/dt = (y2    в   т. А;                          (2.4.18)
и
dy1/dt = (2y1,     dy2/dt = y2      в   т. В.                          (2.4.19)
Из теоремы о линеаризации следует, что система (2.3.17) имеет в т. А и В седла. Кроме того, нелинейные сепаратрисы этих седел касаются главных направлений, которые в обеих точках совпадают с направлениями локальных координатных осей.
Этой информации недостаточно, чтобы определить качественный тип глобального фазового портрета. Например, на рис. 2.3.6 изображены два фазовых портрета, согласующихся с локальным поведением траекторий. Эти фазовые портреты не являются качественно эквивалентными, потому что седловые точки на рис. 2.3.6 а имеют общую сепаратрису, а на рис. 2.3.6 б ( не имеют. Это качественная разница; не существует взаимно однозначного непрерывного преобразования, переводящего такие портреты друг в друга.
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Рис. 2.3.6
Возвращаясь к системе (2.3.17), заметим, что   dy1/dt ( 0  на прямых  y1 0 и  y1=2,  так что на этих линиях лежат траектории. Кроме того, dy2/dt=0  при y2=0. Эти замечания позволяют установить, что рис. 2.3.6 а дает качественно правильный фазовый портрет.
Иногда фазовый портрет автономной системы на плоскости удается построить, найдя аналитическое выражение для ее траекторий. Разделим второе уравнение системы (2.3.1) на первое, тогда получим соответствующее уравнение первого порядка:
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Заметим, что такая редукция к уравнению первого порядка не всегда возможна, если 
[image: image67.wmf]1
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 и 
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 зависят также от времени (для неавтономной системы). 

Нет общих методов интегрирования системы (2.3.20). Однако, в ряде специальных случаев решение (2.3.20) можно найти в виде общего интеграла системы:
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Уравнение (2.3.21) определяет траектории системы в неявном виде. Другими словами, траектории системы являются линиями уровней функции 
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Пример 2.3.3 Найти траектории автономной системы на плоскости:


dx/dt = 4 - 2y,   dy/dt = 12- 3x2.                                          (2.3.22)
Решение. Сначала найдем неподвижные точки системы, приравнивая к нулю правые части.


4 - 2y = 0,      12- 3x2 = 0.                                                    (2.3.23)
Решая систему (2.3.23) находим, что нелинейная система (2.3.22) имеет два состояния равновесия: (-2,2) и (2,2). Для нахождения траекторий, разделим второе уравнение на первое:


dy/dx = (12 – x2)/(4 - 2y).                                                     (2.3.24)
Разделяя переменные и интегрируя, найдем общий интеграл уравнения (2.3.24):


H(x, y) = 4y - y2 – 12х + x2 = c,                                          (2.3.25)
где  с - произвольная постоянная. Придавая  с  различные значения, с помощью компьютера построим фазовый портрет нелинейной системы (2.3.22) на плоскости (см. рис. 2.3.7). 
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Рис. 2.3.7
6. Модель конкуренции двух видов. Предположим, что в некоторой замкнутой среде с ограниченными пищевыми ресурсами обитают два схожих вида. Например, в пруду водятся два вида рыб, которые не поедают друг друга, но конкурируют друг с другом за ресурсы. Обозначим через  х и у  численности этих популяций. Предположим, что изменение численности каждого из видов в отсутствии другого подчиняется логистическому уравнению. То есть:

dx/dt = x((1 ( (1x),                                                       (2.3.26)
dy/dt = y((2 ( (2y),                                                       (2.3.27)

где (1 и (2 – показатели скорости роста популяций в идеальных условиях, а (1/(1 и (2/(2 – уровни насыщения, соответствующие максимальным численностям популяций, возможным в данных условиях. Напомним, что квадратичные члены (1x2, (2y2 в этих уравнениях описывают уменьшение численности популяции за счет внутривидовой конкуренции. Для учета межвидовой конкуренции в каждом из уравнений введем по аналогии член, пропорциональный количеству встреч между особями разных видов:  (iух,  которым приходится сталкиваться в борьбе за место обитания, пищу и т.д. В результате, придем к системе уравнений:
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                                                     (2.3.28)
Значения положительных констант (1, (1, (1, (2, (2, (2 зависят от конкретных видов и определяются из наблюдений. 


Исследуем свойства системы (2.3.28) в зависимости от значения коэффициентов. Построим фазовые портреты системы. Приравнивая правые части уравнений (2.3.28) к нулю, найдем положения равновесия, описывающие стационарные численности популяций. Их всего четыре. Три из них соответствуют ситуации, когда в результате конкурентной борьбы, по крайней мере, один из видов вымирает. Первое решение тривиальное:



х1 = 0,        y1 = 0.                                                         (2.3.29)

Второе решение соответствует нулевой численности первого вида:



х2 = 0,        y2 = (2/(2,                                                            (2.3.30)

третье решение соответствует нулевой численности второго вида:



х3 = (1/(1,    y3 = 0.                                                                (2.3.31)

Наконец, четвертое стационарное решение находится из системы двух линейных алгебраических уравнений:
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Если существует положительное решение этой системы, то оно соответствует сосуществованию двух видов, численности которых поддерживаются на уровнях:
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[image: image75.wmf].
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Нас будет интересовать I квадрант фазовой плоскости. Начнем с определения типа и устойчивости стационарных точек. Линеаризуем систему (2.3.28) в окрестности каждой из точек и обозначим через Ji, рi и (i, i=1,…,4 соответственно, матрицу Якоби, ее след и определитель в i –ой точке равновесия. Получим:
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(0,(2/(2),     
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p2=((2((1((2/(2 ((1/(1),     (2=(2(1((2/(2 ((1/(1);


((1/(1,0),     
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p3=((1((2((1/(1((2/(2),     (3=(1(2((1/(1((2/(2);

(Х,Y),      
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Выражение (2.3.37) определяет вид матрицы линеаризации на любом стационарном решении (X,Y)  системы (2.3.28). Учитывая выполнение на стационаре (2.3.33) равенств (2.3.32), упростим выражение (2.3.37) для матрицы Якоби в четвертой стационарной точке. Получим, 

(x4,y4),      
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p4=(((1х4+(2y4),    (4=( х4y4,    где   (=(1(2((1(2.
Первые три стационарные точки существуют при любых допустимых значениях параметров (1, (1, (1, (2, (2, (2. Почти при всех значениях параметров все 4 неподвижные точки простые, а, следовательно, по теореме о линеаризации их вид определяется собственными значениями   (i1,2   соответствующей матрицы  Ji, или ее следом  рi и определителем (i (см. Таблицу 2.3.1). 

Первая неподвижная точка (0,0), совпадающая с началом координат, ( неустойчивый узел при любых значениях параметров  ((11=(1,  (12=(2;   собственные векторы направлены вдоль осей координат). 

Вторая стационарная точка (0, (2/(2) принадлежит оси ординат. Она является устойчивым узлом (когда p2(0  и  (2(0, или   (21=(1( (1(2/(2<0,   (22=((2<0), если:
(1/(2((1/(2                                                                               (2.3.39)

и седлом   (когда (2.(0, или  (21=(1( (1(2/(2>0,   (22=((2<0),   если:

(1/(2((1/(2.                                                                              (2.3.40)

Третья точка  ((1/(1,0)  лежит на оси абсцисс и является устойчивым узлом (когда  p3(0,   (3( 0,   или  (31=((1<0,  (32=(2((2(1/(1<0), если: 



(2/(1 ((2/(1,                                                                             (2.3.41)

и  седлом   ((3(0, (31=((1<0,  или  (32=(2((2(1/(1>0),   если:

(2/(1((2/(1.                                                                              (2.3.42)

Четвертая стационарная точка, как следует из (2.4.33) и (2.4.38), расположена в I-м квадранте  (x4(0, y4(0) и является устойчивым узлом,  (когда  p4(0,  (4(0 и p42(4(4(0), если:


(1/(2((1/(2     (тогда   x4(0  и   (=(1(2((1(2(0),                         (2.3.43)

(2/(1((2/(1    (тогда   y4(0  и   (=(1(2((1(2(0),                         (2.3.44)

и седлом   (когда  (4(0), если выполняются противоположные неравенства:


(1/(2((1/(2     (тогда  x4(0   и   (=(1(2((1(2(0),                         (2.3.45)

(2/(1((2/(1     (тогда  y4(0   и   (=(1(2((1(2(0).                         (2.3.46)

Заметим, что выполнение неравенств (2.3.43) и (2.3.44), обеспечивающих существование и устойчивость 4-ой стационарной точки, одновременно означает неустойчивость второй и третьей стационарных решений (см. неравенства (2.3.40) и (2.3.42)). И, наоборот, когда 4-ая точка становится седлом, оставаясь в I-м квадранте, вторая и третья стационарные точки приобретают устойчивость (см. (2.3.39) и (2.3.41)). Таким образом, устойчивое сосуществование двух видов возможно лишь при выполнении неравенств (2.3.43) и (2.3.44); при этом первые три стационарные точки существуют, но неустойчивы. 
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Рис. 2.4.8
Нарисуем теперь характерные фазовые портреты системы для разных случаев. Стационарные решения находятся на фазовой плоскости в точках пересечения нульклин, или главных изоклин исследуемой системы (2.3.28), на которых векторное поле, либо вертикально (dy/dх=(, при dx/dt=0),  либо ( горизонтально (dy/dх=0 при  dy/dt=0). Первое стационарное решение совпадает с началом координат, второе и третье, как отмечалось, принадлежат осям координат; четвертое стационарное решение лежит в точке пересечения прямых (2.3.32). Возможно четыре случая взаимного расположения прямых (2.3.32), показанных на рис. 2.3.8 а(d. Они могут пересекаться в первом квадранте (случаи (с) и (d)), а могут и не пересекаться (случаи (а) и (б)). Таким образом, сосуществование обоих видов возможно лишь в случаях (с) и (d). 


Теперь соотнесем этот результат с неравенствами (2.3.43)–(2.3.46). На рис. 2.3.8 (с) имеет место следующая ситуация:
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То есть выполняются соотношения (2.3.45) и (2.3.46); в этом случае четвертая критическая точка является седлом, а вторая и третья точка являются устойчивыми узлами. В этом случае может выжить лишь один из видов, а какой определяется стартовыми условиями, то есть начальным положением на фазовой плоскости.

Границу, разделяющую области притяжения второй и третьей стационарной точки на фазовой плоскости, образуют устойчивые сепаратрисы седла (x4,y4). Траектории, находящиеся выше этой границы притягиваются при t(+( к точке  (0,(2/(2), а траектории, находящиеся ниже – к точке  ((1/(1,0).  Таким образом, в зависимости от начального соотношения численностей популяций, выживает тот или иной вид, а другой при этом вымирает. Фазовый портрет системы для этого случая представлен на рис. 2.3.9, для некоторого набора параметров.
На рис. 2.3.8 d имеет место обратная ситуация:
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то есть справедливы неравенства (2.3.43) и (2.3.44) и стационарное решение (x4,y4) ( устойчиво. На рис. 2.3.10 изображен фазовый портрет системы (2.3.28) характерный для этого случая.

Итак, рассмотренная модель конкуренции предсказывает устойчивое сосуществование двух видов лишь при условии справедливости соотношения между коэффициентами:

(=(1(2((1(2(0.                                                                     (2.3.47)

В остальных случаях выживает лишь один из видов. Данные наблюдений свидетельствуют, что некоторые пары видов в одних местообитаниях встречаются совместно, а в других только по отдельности. Те места обитания, в которых виды проживают совместно, явно более благоприятны. Простейшее толкование такого рода наблюдений в рамках изложенной модели заключается в следующем. Параметры (i являются мерой ингибиторного эффекта, оказываемого популяцией на саму себя, а параметры (i ( мерой ингибиторного эффекта, оказываемого одной популяцией на другую. В благоприятных условиях межпопуляционное взаимодействие играет меньшую роль, чем явление самоограничения роста каждого из видов. Это ведет к выполнению неравенства (2.3.47) и, следовательно, к устойчивому сосуществованию двух видов. В суровых же условиях «все силы уходят на борьбу с соперником» ((1 и (2 малы по сравнению с (1 и (2), и тогда выживает сильнейший. 
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Рис. 2.3.9   (=(1(2((1(2(0. Выживает один из видов.
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Рис. 2.3.10 (=(1(2((1(2(0. Сосуществование, выживают оба вида.
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