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Некоторые линейные математические модели

5.1. Модель Ланкастера борьбы двух армий. Рассмотрим математическую модель, описывающую противоборство между двумя противниками, предложенную Ланкастером. Главными переменными в этой модели являются численности сторон. Проигрывает тот, у кого численность в какой-то момент времени становится равной нулю.
Пусть y1(t) – численность первой армии, а y2(t) – численность второй. В общем случае для изменения численности армии y(t) справедливо уравнение:

,                                                         (2.2.35)



где  – скорость боевых потерь,  – скорость потерь от всех других причин, болезней, дезертирства и т.д.,  – скорость подхода подкреплений. В первом приближении будем считать, что боевые потери намного превосходят не боевые, а подкрепление практически отсутствует. Тогда можно написать:

		                                                                            (2.2.36)








где  – мощность оружия первой армии, а  – мощность оружия второй армии. Степень боевой подготовки, степень вооруженности, уровень и опыт командного состава, моральный дух и многие другие факторы, влияющие на боевую мощь, здесь не учитываются. Выясним, кто же побеждает в этой модели. Для этого построим фазовый портрет системы; будем интересоваться первым квадрантом фазовой плоскости, где численности неотрицательные:. Единственное стационарное состояние, точка   является седлом. Собственные значения находятся из уравнения [image: ] из которого получаем, что они действительные и разных знаков: . Нетрудно найти соответствующие им собственные векторы: . Входящая в седловую точку сепаратриса направлена вдоль вектора , а выходящая – вдоль вектора . Разделим второе уравнение на первое и найдем первый интеграл:

;                                                                             (2.2.37)
отсюда имеем


     
Сепаратрисы представляют собой прямые, отвечающие значению const=0:

                                                                   (2.2.38)
они разделяет области с разным поведением траекторий. Наклон траекторий определяется из уравнения (2.2.37). Траектории имеют горизонтальный наклон на оси ординат, а вертикальный – на оси абсцисс. Фазовый портрет изображен на рис. 2.2.8.

[image: fig237.JPG]








                                                 Рис. 2.2.8
	
Изменение численностей армий происходит вдоль гипербол. По какой именно гиперболе пойдет война зависит от начальной точки. Если начальная точка лежит выше сепаратрисы, то численность первой армии уменьшается до нуля за конечное время и выигрывает вторая армия. Если начальная точка лежит ниже сепаратрисы, то выигрывает первая армия. В разделяющем эти два случая состоянии, когда начальная точка лежит на сепаратрисе, война заканчивается истреблением обеих армий. Но на это требуется бесконечно большое время: конфликт идет в тлеющем режиме, когда оба противника обессилены. 


Из соотношения (2.2.38), описывающего разделительную линию «победы-поражения», следует квадратичный закон боевых действий: для борьбы с превосходящим в n – раз противником () надо иметь в n2– раз более мощное оружие (). 

5.2. Модель Ричардсона гонки вооружений. 
Рассмотрим, как будут наращивать свои вооружения две враждующие страны. В первом приближении можно считать, что каждая из стран увеличивает расходы на вооружение пропорционально уровню затрат другой стороны, то есть 

		                                                                               (2.2.39)


где y1(t) – расходы на вооружение первой страны, а y2(t) – второй;  и  положительные коэффициенты, характеризующие скорости наращивания вооружений. Модель (2.3.46) имеет очевидный недостаток: рост затрат на вооружение ничем не лимитируется. Естественно предположить, что чем больше уровень затрат, тем меньше скорость его прироста. Тогда получаем систему уравнений: 

		                                                                    (2.2.40)
где коэффициенты  n  и  m больше нуля.
	Льюис Ричардсон предложил учитывать степень недоверия или враждебности между противниками, даже если они не угрожают друг другу, и включить в модель соответствующие члены. Окончательно система уравнений, описывающая наращивание вооружений между двумя враждующими странами, принимает вид:

		                                                            (2.2.41)


где положительные коэффициенты  характеризуют степень недоверия, а отрицательные  – степень доброй воли.


	Дополним систему (2.2.42) начальным состоянием вооружений  и исследуем возможную динамику развития процесса в зависимости от значения коэффициентов и начальных условий. Пусть все коэффициенты положительные. Построим фазовые портреты системы. Найдем стационарное состояние системы  и определим его тип. Состояние равновесия удовлетворяет линейной системе двух алгебраических уравнений:

	

Ее решением является стационарная точка: , которая находится в первом квадранте и является устойчивым узлом, если выполняется неравенство:

		                                                                            (2.2.44)




В этом случае определитель и след матрицы А равны: . Фазовый портрет, соответствующий данному случаю представлен на рис. 2.2.9а. Уравнения (2.2.42) и (2.2.43) описывают прямые  и  на плоскости , которые представляют собой главные изоклины системы (2.2.40) на фазовой плоскости: изоклину вертикальных наклонов (2.2.42) и горизонтальных (2.2.43). 
                             (а)                                                        (б)
[image: File0004]     Рис. 2.2.9



Физический смысл условия (2.2.44) состоит в том, что параметр наращивания вооружений  меньше, чем параметр сдерживания вооружений . Мы видим, что все траектории стремятся к состоянию равновесия. Вне зависимости от начального уровня вооружений двух стран, в этом случае достигается «баланс сил». Если коэффициенты, описывающие степень недоверия равны нулю (), то положение равновесия отвечает отсутствию вооружений у обеих сторон. 


Если выполняется обратное неравенство: , то состояние равновесия находится в нефизической области фазового пространства (третьем квадранте) и является седлом. Фазовый портрет изображен на рис. 2.2.9б. В этом случае равновесие невозможно, имеет место неограниченная гонка вооружений:  . 



Для проверки своей достаточно упрощенной модели Ричардсон собрал данные о гонке вооружений перед первой мировой войной (с 1909 по 1913 г.) двух блоков: России и Франции, Германии и Австро-Венгрии (расходы Англии, Италии и Турции не учитывались). Переменная  характеризует военные затраты первого блока, а  второго. Он составил таблицу военных бюджетов для четырех стран. Для сравнения модели с реальными данными Ричардсон положил, что . Тогда, сложив два уравнения в (2.2.41), получаем уравнение для изменения суммарного бюджета всех стран:

	.                       (2.2.45)
Или

		,                                                                             (2.2.46)

где 
Общее решение уравнения (12) задается формулой:

,                                                (2.2.47)




где  – суммарный начальный бюджет стран на начало конфликта. Из формулы (2.2.47) следует, что суммарный бюджет экспоненциально растет, если . Нарисовав график приращения  и взяв за  один год, Ричардсон убедился, что все четыре экспериментальные точки легли на одну прямую, что вполне соответствует зависимости (2.2.47).  
[bookmark: _GoBack]	5.3. Колебания в линейных системах. Груз на пружине. 





Положение груза на пружине описывается смещением у относительно положения равновесия. За положительное направление примем движение груза вверх, за – отрицательное вниз. На груз действуют сила тяжести , направленная вертикально вниз, сила упругости , направленная вдоль пружины вверх: , и сила сопротивления  (), пропорциональная скорости и направленная против вектора скорости. Уравнение движения груза на пружинке подчиняется второму закону Ньютона:

		,                                                             (2.2.48)
	Уравнение (2.2.48) перепишем в виде:

		,                                                        (2.2.49)




где , а . Уравнение второго порядка (2.2.49) сведем к системе двух уравнений первого порядка. Вводя обозначения  и , получаем систему:


		,      .                                                (2.2.50)
Стационарное состояние совпадает с началом координат точкой (0,0). 


	Исследуем тип стационарной точки в зависимости от значения коэффициента сопротивления  (). Собственные значения матрицы  А  имеют вид:

		.                                             (2.2.51)

При  собственные значения чисто мнимые, в остальных случаях имеют отрицательную действительную часть, что характеризует асимптотическую устойчивость стационарной точки. 
1) 





При . Точка покоя – центр. Груз на пружине совершает свободные незатухающие гармонические колебания около положения равновесия с частотой  и периодом  сколь угодно долго: , где  начальное отклонение от положения равновесия. Трение отсутствует, система консервативная, полная энергия , равная сумме кинетической и потенциальной энергии пружины сохраняется:

.                                      (2.2.52)
2) 


При  собственные значения комплексно-сопряженные. Точка покоя – асимптотически устойчивый фокус. Система диссипативная. Наличие трения приводит к рассеянию механической энергии, превращению ее в тепло. Груз совершает затухающие колебания около положения равновесия с частотой  и периодом . Система (2.2.49) в этом случае имеет решение:

		.                                                         (2.2.53)

	Система в случае  называется слабо демпфированной.







3) При  собственные значения матрицы А становятся действительными и равными . Когда  период  стремится к бесконечности, и при  колебания прекращаются. Такая система называется критически демпфированной. Положение равновесия (0,0) – вырожденный узел. В зависимости от начального положения груз или стремится к  при , или же проходит положение равновесия один раз и только после этого стремится к нему




4) При  собственные значения различные действительные отрицательные, так что начало координат (0,0) является устойчивым. При  ; следовательно, главные направления приближаются к координатным осям. Траектории системы становятся все более крутыми, и скорость  очень быстро убывает. Такая система называется сильно демпфированной. Это движение в вязкой среде с огромным трением.
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